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Instituto de Mateḿaticas
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Resumen

En toda coleccíon den puntos en posición general en el plano, existen dos con la propiedad
de que todo ćırculo que pasa por ellos contiene una fracción lineal del total de los puntos. En
este trabajo, demostraremos que cualquier colección de2n puntos,n rojos y n azules, tiene
una pareja de puntos de colores diferentes para los que cualquier cı́rculo que pase por ellos
contiene al menosn36 elementos de la colección. Tambíen estudiaremos una generalización
para conjuntos convexos deárea uno. Probaremos que en tales conjuntos existen parejas de
puntos tales que cualquier cı́rculo que los contenga contiene un subconjunto deárea 1

4·7 . Para
casos en los que el conjunto sea un triángulo o un conjunto con centro de simetrı́a, el área
contenida es al menos la mitad. Algunos problemas adicionales serán estudiados.
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1. Introducci ón

En 1985 V. Neumann-Lara y J. Urrutia [8] demostraron el siguiente resultado:

Teorema 1 Dada cualquier colección Pn den puntos en el plano, hay dos elementosp, q ∈ Pn

tales que todo ćırculo que pase por ellos, contiene al menosn−2
60

elementos dePn.
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Definición 1 Siu, v son dos puntos en el plano, el número,

cc(u, v) = mı́n{| Cu,v ∩ Pn |: Cu,v ćırculo por u, v}

es lacobertura circular dePn por u, v.

En estos t́erminos, el teorema 1 afirma que toda colección den puntos, contiene una parejap, q
de puntos tal quecc(p, q) ≥ n−2

60
. Esta cota fue posteriormente mejorada primero an

30
, despúes

a
⌊

n
27

⌋
+ 2, a

⌈
5(n−2)

84

⌉
y finalmente a n

4·7 ([4],[6],[5],[7]). El propósito entonces, ha sido el de

encontrar parejas que maximicen la cobertura circular en colecciones de puntos. Los resultados
que se han obtenido, dieron lugar a la siguiente,

Conjetura 1 Cualquier coleccíonPn den puntos, contiene dos elementos cuya cobertura circular
es al menosn

4
± c.

En [6], se presenta un ejemplo con4n puntos en el que para todo par de puntos hay un cı́rculo que
pasa por ellos y no cubre más den + 1 puntos de la colección (figura 1). Ah́ı mismo, se demuestra
que en el caso convexo, hay un par de puntos de cobertura circular al menos un tercio y esta cota
es exacta. Este resultado fue obtenido independientemente en [2].

Figura 1: Todo ćırculo por cualquier par de puntos, contiene a lo más
⌈

n
4

⌉
+1 puntos de la colección.

Este problema también se ha estudiado en dimensiones mayores a dos [4] y existe una genera-
lización muy interesante usando colecciones de puntos y elipsoides en espacios euclidianos [3].
Un resultado ḿas general es el que se presenta en [1]: SiΦ es una familia den conjuntos com-
pactos ajenos en el plano yS un conjunto compacto cualquiera, entonces existen dos elementos
Si, Sj ∈ Φ tales que cualquier conjuntoS ′ que los contenga y sea homotético aS, contiene al
menosn−2

30
elementos deΦ.

Iniciaremos con un replanteamiento del problema original para colecciones de puntos a los que se
han asignado dos colores de manera uniforme. Siguiendo un razonamiento similar al usado en [8],
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obtenemos que es posible encontrar una pareja bicolor en que la fracción de cobertura circular es
al menos1/72.

Posteriormente, presentamos una generalización a conjuntos convexos. Siempre consideramos
conjuntos convexos compactos en el plano y con interior no vacı́o. En este caso, cuantificamos
la cobertura circular en términos de otros parámetros de medida, como elárea o el perı́metro.

Observemos que de hecho las aproximaciones realizadas para puntos nos proporcionan de inme-
diato cotas inferiores para ambos parámetros. Si tenemos un conjunto en el plano, consideramos
en su interior una colección finita pero muy grande de puntos uniformemente distribuidos, por
ejemplo colocando sobréel una cuadŕıcula muy fina y tomando un punto en cada cuadrado. El re-
sultado de [7] garantiza que podremos encontrar dos puntos en el conjunto con cobertura circular
un poco mayor a un quinto. En términos déarea, esto significa que todo cı́rculo por estos puntos
contiene al menos una quinta parte delárea del conjunto. En este trabajo, demostramos que existen
conjuntos que contienen un par de puntos con cobertura circular delárea mayor o igual a la mitad
y conjeturamos que de hecho esta cota es cierta para cualquier conjunto convexo.

De manera similar, si en un conjunto convexo colocamos una colección grande, pero finita de
puntos en su frontera, la cota de [6] asegura la existencia de dos puntos con cobertura circular del
peŕımetro, al menos un tercio. También para este caso, hemos conjeturado que la cota correcta es
la mitad.

Hemos encontrado relaciones interesantes entre los puntos que maximizan la cobertura circular
por área y las cuerdas que ellos determinan en los conjuntos estudiados.

2. Cı́rculos y puntos bicolores

SeaP2n una coleccíon de2n puntos en el plano,n rojos yn azules, colocados en posición general.
El siguiente es un resultado geométrico muy conocido y que utilizaremos a menudo en este trabajo.

Lema 1 Seanv1, v2, v3 y v4 cuatro puntos en el plano que, en este orden, forman un cuadrilátero
convexo. Siv1 y v3 son v́ertices opuestos cuyosángulos incidentes suman a lo más 180◦ y C es un
ćırculo que pasa por ellos, entoncesC contiene al menos a uno de los otros dos vértices.

Consideremos todos los segmentos que unen un punto azul con uno rojo deP2n. Notemos que, por
el lema anterior, si dos de estos segmentos se cruzan (no en los extremos), entonces alguna de las
dos parejas bicolores cumplirá la propiedad de que cualquier cı́rculo por ella contiene alguno de los
otros dos puntos. Nos interesa por lo tanto, cuantificar los cruces de estos segmentos. Llamamos
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I(P2n) al número de pares de segmentos que se cruzan.

Lema 2 I(P2n) ≥
(

(n
3)

(n−2)

)2

Demostracíon. El Teorema de Kuratowskii para gráficas bipartitas planares asegura que en cual-
quier dibujo deK3,3 hay al menos un cruce de aristas. Por cada tres puntos rojos y tres puntos
azules deP2n, tenemos una de estas gráficas. Hay

(
n
3

)2
de tales gŕaficas pero, cada cruce pertene-

ce exactamente a(n − 2)2 subgŕaficasK3,3, una por cada segmento restante. Dividiendo por este
número eliminamos las repeticiones y obtenemos el resultado. �

Teorema 2 Hay un par bicolor de puntosp, q ∈ P2n tal quecc(p, q) ≥ n−1
36

.

Demostracíon. Consideremos la gráfica de intersección deP2n, en la que cada v́ertice representa
un segmento entre un punto azul y uno rojo de la colección, y dos v́ertices son adyacentes si los
segmentos correspondientes se cruzan. Ahora la orientamos, sie1e2 es una arista de la gráfica,
pondremos la flecha dee1 haciae2, si cada ćırculo que pasa por los extremos dee1, contiene
alguno de los extremos dee2. En caso de que los extremos de las aristas formen un conjunto
ćıclico, elegimos arbitrariamente una orientación. La digŕafica aśı obtenida, tieneI(P2n) aristas y
n2 vértices por lo que existe un vértice con exgrado al menosI(P2n)

n2 . Aplicando el lema anterior,
tenemos

I(P2n)

n2
≥

(
n− 1

6

)2

Es decir, hay dos puntos en la colección, uno de cada color, tales que el segmento que los une,
cruza al menos otros

(
n−1

6

)2
segmentos. Como cada punto es extremo de a lo másn−1 segmentos,

entonces, todo cı́rculo por este par de puntos contiene al menos
(

n−1
6

)2
( 1

n−1
) = n−1

36
, puntos de la

coleccíon. �

No es dif́ıcil construir ejemplos en los que para cualquier par bicolor de puntos haya un cı́rculo por
ellos que contenga puntos del mismo color.

3. Cobertura circular en convexos

Inicialmente cuantificamos la cobertura circular utilizando como medida elárea del conjunto. En
la primera sección, para un par de puntosp, q consideramos la familia de conjuntos que induce
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la interseccíon de una colección de puntos con los cı́rculos que pasan porp y q. Defińıamos la
cobertura circular dep, q como el ḿınimo de las cardinalidades de esos conjuntos. Ahora, exten-
demos este concepto cambiando cardinalidad porárea. Esto es, dado un conjunto convexoS y un
par de puntosp, q, consideramos la familia de conjuntos que induce la intersección deS con los
ćırculos que pasan porp y q, y definimos la cobertura circular deS porp, q como el ḿınimo de las
áreas de tales conjuntos. Análogamente podemos definir la cobertura en términos del perı́metro y
en general en términos de cualquier medida definida en el conjunto que estemos trabajando.

Nuevamente nuestro objetivo es encontrar un par de puntos que maximice la cobertura circular.
Iniciamos con los tríangulos.

Teorema 3 En cualquier tríangulo existen dos puntos con cobertura circular delárea mayor o
igual que la mitad.

Demostracíon. SeaT el triángulo de v́erticesa, b, c y supongamos que elángulo incidente ab
es el de menor magnitud. Seanm el punto medio del ladoac y C un ćırculo que pasa porb y m.
Sabemos que este par de puntos determina un segmento que divide aT en dos nuevos triángulos de
la mismaárea. Aśı, siC contiene alguno de los otros dos vértices terminamos, puesárea(∆abm) =
área(∆mbc) = 1/2 área(T ).

Supongamos entonces queéste no es el caso. Seank y l los puntos medios de los ladosab y bc
respectivamente. Consideremos el cuadrilátero formado por los puntosk, b, l, m y notemos que
ah́ı los ángulos incidentes ab y m son iguales, y como∠b es ḿınimo, entonces la suma es menor
que 180◦ (figura 2). El lema 1 garantiza queC, contiene ak ó l. Si contiene ambos puntos, entonces

a k b

l

c

m

c

a k b

l

c

m

c

Figura 2:

contiene al cuadriláterokblm, cuyaárea es igual a la mitad delárea deT y terminamos. Si śolo
contiene a uno de ellos, digamos al pero no ak, consideramos el cuadrilátero formado por los
puntosb, c, m, k en donde la suma de losángulos que inciden enb y m es

∠b + 180◦ − ∠c = ∠a + 2∠b < 180◦

Otra vez por el lema 1 sabemos queC, contiene ak ó c, pero la suposición obliga a que el punto en
el ćırculo seac y que por lo tantoC cubra la mitad deĺarea deT . Un razonamiento similar funciona
si C contiene ak y no al. �
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Este resultado también es cierto para conjuntos centralmente simétricos, áun si no son convexos.

Definición 2 SeaS un conjunto compacto en el plano, con interior no vacı́o. Una cuerdaárea-
bisectora (peŕımetro-bisectora) deS, es una cuerda que lo divide en dos conjuntosS1, S2 de igual
área (peŕımetro).

Recordemos que en los conjuntos centralmente simétricos, cualquier cuerda que pase por el centro
de simetŕıa, esárea-bisectora y perı́metro-bisectora.

Observacíon 1 Sia y b son dos puntos en el plano,D el ćırculo que contiene al segmentoab como
diámetro yC un ćırculo cualquiera que pasa pora y b, entoncesC contiene alguno de los dos
semićırculos deD determinados porab.

Teorema 4 SiS es un conjunto centralmente simétrico,S contiene un par de puntos con cobertura
circular del área y del peŕımetro mayor o igual que la mitad.

Demostracíon. Seana, b dos puntos que realicen el diámetro deS. No es dif́ıcil demostrar que
el segmentoab pasa por el centro de simetrı́a deS y por tanto lo divide en dos subconjuntos de
igual área y peŕımetro. SiD es el ćırculo que tiene aab como díametro,D contiene a todoS, pues
de otro modo habrı́a puntos enS a distancia mayor qued(a, b). Aśı, cada uno de los semicı́rculos
deD determinados por el segmentoab, contiene a uno de los subconjuntos determinados porab
enS, cubriendo la mitad deĺarea y la mitad del perı́metro deS. Finalmente, por la observación 1,
cualquier otro ćırculo que pase pora y b contiene alguno estos semicı́rculos y por tanto cubre al
menos la mitad deĺarea y peŕımetro deS. �

Como vimos, estos puntos son extremos de cuerdasárea-bisectoras y perı́metro-bisectoras de lon-
gitud máxima. De igual manera los puntos considerados en un triángulo, son extremos de cuerdas
área-bisectoras que, como veremos, también son de longitud ḿaxima.

Seap = (x, y) un punto en el plano tal quex, y > 0. SeanL el rayo que parte del origen y pasa
por p, y α el ángulo queL forma con el ejex. DadoA > 0 un valor real fijo,TL(A) es la familia
de todos los tríangulos déareaA, con v́erticeso, el origen,a, en la parte positiva del ejex y b ∈L.

Lema 3 Si 0 ≤ α ≤ π
2
, A > 0, en TL(A), el triángulo cuyo lado opuesto aα es de longitud

ḿınima es el iśosceles de ladosoa = ob.

Demostracíon. Si denotamoss = d(o, a) y t = d(o, b), entonces las coordenadas de los puntos
a y b son:a = (s, 0), b = (t cos α, t sin α). En estos t́erminosA = 1

2
st sin α. La longitud del

segmentoab est́a dada por la expresión

d(a, b) =
√

(s− t cos α)2 + t2 sin2 α
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⇒ d(a, b)2 = (s− t cos α)2 + t2 sin2 α

= s2 − 2st cos α + t2 cos2 α + t2 sin2

= s2 − 2st cos α + t2

Notemos quet = 2A
s sin α

por lo que al sustitur, tenemos

d(a, b)2 = s2 − 2(
2A

sin α
cos α) +

(
2A

s sin α

)2

Consideremos la función f(s) = d(a, b)2 y observemos quedt
ds

= −2A
s2 sin α

. De donde,f ′(s) =

2s− 2
(

4A2

s3 sin2 α

)
. Igualando a cero,

f ′(s) = 0 ⇔ s4 sin2 α− 4A2 = 0

⇔ s4 =
4A2

sin2 α

⇔ s =

√
2A

sin α

Como en este contexto,s > 0, entoncesf tiene unúnico punto cŕıtico. f ′′(s) = 2 + 24A2

s4 sin2 α
> 0 y

por tanto es un ḿınimo. Aśı, si s =
√

2A
sin α

⇒ t = 1
s

2A
sin α

= s2

s
= s. Por lo que este ḿınimo se

alcanza cuandos = t es decir, cuando tenemos un triángulo isosćeles con ladosoa = ob. �

Corolario 1 SeaP un poĺıgono convexo en el plano ya, b, los extremos de una cuerdáarea-
bisectora de longitud ḿaxima, entonces al menos uno de estos puntos es vértice deP.

Demostracíon. Supongamos que esto no es cierto, es decir, que ambos son puntos interiores de
dos aristas deP. Si ambas aristas son paralelas, acabamos pues podemos formar un paralelogramo
con esquinas en al menos dos de los extremos de las aristas (tomando lados paralelos aab) y al
menos una de las diagonales tiene extremo en uno de los vértices, longitud mayor que la deab y
cumple con la propiedad de dividir aP en dos poĺıgonos de la mismáarea.
Si las aristas no son paralelas, entonces las rectas que las contienen se cruzan en un puntoc y forma
un triángulo conab. Moviendo continuamenteab manteniendo la propiedad de bisección deárea, se
obtiene una familia infinita de triángulos de la mismáarea y todos con el mismóangulo incidente
en c. Por el lema anterior sabemos que hay unúnico ḿınimo para la longitud del segmentoab.
Aśı, existe al menos una dirección hacia la cual podemos moverab para obtener una cuerdaárea-
bisectora de mayor longitud. En cualquier dirección elegida, eventualmente se llega a un vértice
deP y se obtiene una cuerdaárea-bisectora ḿas larga, contradiciendo la hipótesis. �

De aqúı es inmediato que una cuerdaárea-bisectoras de longitud máxima en un tríangulos, es pre-
cisamente la mediana más larga. Evidentemente cualquier mediana es cuerdaárea-bisectora, pero
¿cúando essuficientemente larga?. Quisieramos saber de que longitud debe ser una mediana para
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afirmar que sus extremos tienen una gran cobertura circular delárea. Nuestro siguiente objetivo
seŕa responder a esta pregunta.

Demostraremos que en un triángulo, las medianas que miden al menos la mitad del diámetro (esto
es, la longitud del lado ḿas grande), son cuerdas con extremos de cobertura circular mayor o igual
que la mitad. Para esto, es de gran utilidad el lema que sigue.

Lema 4 Seanx, y dos puntos,C1, C2 dos ćırculos por ellos ylx,ly, un par de rectas paralelas
que pasan respectivamente porx y y y no son ortogonales al segmentoxy. Entonces, existen dos
trapecios iśosceles de iguaĺarea y con diagonalxy, inscritos uno enC1 y otro enC2.

Demostracíon. Supongamos que ninguna de las rectas es tangente a alguno de los cı́rculos. En-
tonces, cada recta cruza en dos puntos a cada uno de los cı́rculos. Seanx1, x2 los puntos de in-
terseccíon, distintos dex, de la rectalx conC1 y C2 respectivamente. Análogamentey1, y2 son los
puntos que corresponden aly (figura 3).
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Figura 3:

Observemos que el cuadriláteroT1 = xx1yy1 es un trapecio iśosceles, ya que los ladosxx1 y yy1

son paralelos y por tanto losángulos∠yx1x y ∠x1xy1 son iguales. Entonces, las diagonales de este
trapecio, segmentosxy y x1y1, tienen la misma longitud. Con el mismo argumento en el cı́rculoC2,
identificamos otro trapecio isósceles:T2 = xx2yy2, que tambíen tiene como una de sus diagonales
al segmentoxy. Por transitividad, los segmentosx1y1 y x2y2 tienen la misma longitud. Ası́, estos
segmentos son paralelos y entonces, las longitudes dex1x2 y y1y2 tambíen coinciden. Adeḿas
x1y, xy1 y xy2, yx2 son los pares de lados iguales de los trapecios, de donde los triángulos4xy1y2

y 4yx2x1 son congruentes y por tanto tienen la mismaárea. El cuadriĺateroK = xx2yy1 es la
interseccíon de los trapecios. Śolo basta observar queT1 = K

⋃
4yx2x1 y T2 = K

⋃
4xy1y2

para concluir que tienen igualárea. �

Si consideramos la familia de cı́rculos coaxiales cuyo eje radical es el segmentoxy, lo que tenemos
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es una familia infinita de trapecios de la mismaárea y todos con una diagonal enxy. Los casos
lı́mite se dan precisamente en los cı́rculos tangentes a las rectas. Cuando esto sucede,x = x1

ó y = y1 ó x = x2 ó y = y2, y uno de los trapecios degenera en triángulo, pero también tiene la
mismaárea (es un triángulo iśosceles con lados iguales axy).

Observacíon 2 Si el ángulo en que incide una mediana mide a lo más π
2
, entonces la mediana

mide al menos la mitad de la longitud del lado en que incide (el opuesto aésteángulo).

Teorema 5 En un triángulo de díametrod, los extremos de una mediana de longitud≥ d
2
, tienen

cobertura circular deĺarea mayor o igual que la mitad.

Demostracíon. SeanT un triángulo de v́erticesa, b, c y k, l, m los puntos medios deab, bc y ca
respectivamente. Si el diámetrod, es la longitud del ladoab, entonces,γ = ∠acb, el ángulo opuesto
a este lado, es el mayor deT y por tantoγ ≥ π

3
. Enγ incide la mediana ḿas corta del tríangulo,ck

(figura 4 (A)). Haremos la demostración paráesta, aunque evidentemente es análoga para cualquier
mediana que cumpla la hipótesis. Supongamos queck mide al menosd

2
, y entonces tambiénγ ≤ π

2

(indicado en la figura con el semicı́rculo de díametroab). Veremos que todo cı́rculo que pasa porc

p
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c

a b

c

m l
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(A) (B)
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c

m l

k
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Figura 4:

y k cubre al menos la mitad delárea deT . Estamos considerando la familia de cı́rculos coaxiales
cuyo eje radical es la medianack. Esta familia es cruzada por dos pares de rectas paralelas: el
formado por la recta que contiene acb y la que contiene akm; y el que forman la recta porac y la
recta porkl. Por el lema 4, sabemos que esta familia de cı́rculos determina con cada uno de estos
pares, una colección infinita de trapecios iśosceles de la mismáarea. Taĺarea coincide con la de
un triángulo iśosceles con lados iguales de la misma longitud queck. En la figura 4 (B) es alguno
de los tríangulos4qck ó4pkc. Comoγ ≤ π

2
, estaárea es mayor o igual que 1/2(área(T )), porque

ck mide al menosd
2
, (obs. 2) y por tanto,4qck ⊇ 4bck y 4pkc ⊇ 4akc que tieneńarea igual a

1/2(́area(T ). Para los ćırculos que contienen a alguno de los puntosa ó b o a los puntos mediosm
y l es inmediato que cubren más de la mitad deĺarea (́area (klcm)= 1/2 área(T )). �
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Hay una coleccíon infinita de trapecios iśosceles de la mismáarea contenidos en un triángulo por
cada mediana que tenga longitud al menos igual a la mitad de su diámetro. Notemos que por la ob-
servacíon 2, es inmediato que en los triángulos acut́angulos todas las medianas son suficientemente
largas.
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