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ÉhÊ¾Ë W�b/NOL:Ì:r�iVb�Y[LAW
Í�Î§Ï�ÐSÑ5Ò¡Î§ÏyÓnÔ Î�Õ*ÏyÖO×sØ kfÙÛÚ�mCoCknÜ(Ý mEÞ�knßCà�á�âyã�ßsÝ Ü × m5ähá�knà�åæknßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø]è`é<×çê Ý m�k Ø Þ�kná§Þ × m�ä ê Ý á§Þ�Ý%ë�Rhì]knm

í Ý Ø�î·Ø Þ�Ý ÜæknÞ × ì]knßçß î Þ§á�k ê Ý á Ø Ý�Þ§åCÝºÝ mEÞ × á�Ý´ähá�knà�å�á�Ý]kyì�å × m�ä
Ý ê Ý á îæê Ý á§Þ�Ý%ë�á�Ý]kyì�åSknã�ßsÝ<Ù¡á�âyÜïÞ§åCÝ Ø Þ�kná§Þ × m�ä
âymCÝ'ð!ñ,knm î Ý ßsÝ Ü(Ý m®Þ�kná î ähá�knà�å8knßçä?âyá × Þ§å�Ü ØA× m ê âyß ê Ý©Üæknò × m�ä¾Þ§á�k ê Ý á Ø knßEânÙ�Þ§åCÝ�ähá�knà�å!ó¡Ý Ê ä Ê Rnì*âym�mCÝ*ì Þ�Ý*o
ì*âyÜ�à/âymCÝ m®Þ]R�Þ§á�Ý*Ý(knmCoôì î ì ßsÝ$o�Ý Þ�Ý*ì Þ × âym�R�ähá�knà�åõì*âyßsâyá × m�äEö × môâyá�o�Ý á´Þ�â�Ú�à/oCknÞ�Ý5Þ§åCÝ × á´òEmCâ í ßsÝ*oPä?Ýæk Ø
Þ§åCÝ î$êE×sØ�× Þ©Ý]kyì�å
Ý*oPä?Ý�knmCo ê Ý á§Þ�Ý%ë Ê`÷ åCÝ á�Ý¾åSk ê Ýfã/Ý*Ý m Ø Ý ê Ý á�knß Ø Þ§ÚCo × Ý Ø âym(Þ§á�k ê Ý á Ø knß × m(Þ§åCÝfß × Þ�Ý á�knÞ§Ú�á�Ý Ê
÷ åCÝlãVÝ Ø ÞKò·mCâ í m$àVâyß î mCâyÜ × knßPÞ§á�k ê Ý á Ø knßSknßçä?âyá × Þ§å�Ü3Ù�âyá:Ú�mCo × á�Ý*ì Þ�Ý*o$ähá�knà�å Ø mCÝ*Ý*o Ø

O(log2 n)
Ø àSkyì*Ý�ø

O(log n)
ê kná × knã�ßsÝ Ø Ý]kyì�å Ø Þ�âyá × m�ä
knmùkyo�oPá�Ý Ø�Ø ó

O(log n)
ã × Þ Ø öºânÙ¦k ê Ý á§Þ�Ý%ëûú üCR É]ý&þ�Ê(ÿ mCÝ�ì]knmõÝ ê Ý m

oPá�âyà,Þ§åCÝ Ø àSkyì*Ý�Þ�â
O(log3/2 n)

ã�Ú�Þ<Þ§åCÝ m,Þ × Ü(Ý í × ßçß`mCâyÞºãVÝ8à/âyß î mCâyÜ × knß¦ú É��&þ�Ê�� Ý á î á�Ý*ì*Ý m®Þ§ß î R�Þ§å ×sØ
í k ØA× Ü�à�á�â ê Ý*o$Þ�â O(log4/3 n)

Ø àSkyì*Ý�ú�� þ�ÊA÷ åCÝ á�Ýlkná�Ý�knß Ø â�á�knmCo�âyÜ ×�� Ý*o
O(log n)

Ø àSkyì*Ý�knmCo5Ý%ë·à/Ý*ì Þ�Ý*o
à/âyß î mCâyÜ × knßCÞ × Ü(Ý¾Þ§á�k ê Ý á Ø knß/knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø ò·mCâ í mpú É þ�Ê	� âyÞ�Ý�Þ§åSknÞ Ω(log n)

Ø àSkyì*Ý ×sØ mCÝ*ì*Ý Ø�Ø kná î Ù�âyá�knm î
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Þ§á�k ê Ý á Ø knßlknßçä?âyá × Þ§å�Ü�RAåCÝ mCì*Ý
O(log n)

Ø àSkyì*Ý(Þ§á�k ê Ý á Ø knß�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø kná�Ý�á�Ý%Ù�Ý á§á�Ý*oôÞ�â
k Ø knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø
W�X ÒÛÑZY3[.ÔP\hÒ¡Î§Ï^]æÔD]_[yÎD` âyá W�X ÒÛÑ?[6aPÒ4a®Õ X Y?b^](ÏyÎ(ced X ÒÛÕ Ê<f âyá´ßsâ í Ý á�ã/âyÚ�mCo Ø âym,Þ × Ü(ÝDg Ø àSkyì*Ý�Þ§á�kyo�Ý*âih
ânÙ�Þ§åCÝºÞ§á�k ê Ý á Ø knß/à�á�âyã�ßsÝ Ü Ø Ý*Ý5ú �&þ�Ê�j m
Þ§å ×sØ àSknàVÝ á]R í Ý<kná�Ý Ø âyßsÝ ß î(× m®Þ�Ý á�Ý Ø Þ�Ý*o × m!Þ§á�k ê Ý á Ø knßKknßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø
í × Þ§å.mCâæÝ%ëPÞ§á�k(Ü(Ý Ü(âyá î Ê!k Ý�ä®k × m.Þ§åCÝ × Ü�à�á�â ê Ý Ü(Ý m®Þ�ânÙIÙ�kyì Þ�âyá log n

ì*âyÜ�àSkná�Ý*o
Þ�â
Þ§åCÝ8knßçä?âyá × Þ§å�Ü
Ù¡á�âyÜ ú ü þ ã î k Ø�Ø Ú�Ü × m�ä5Þ§åCÝfähá�knà�å ×sØ ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì´knmCo Ø knÞ ×sØ)l Ý Ø k Ø§× Ü�à�ßsÝ¾Þ�âyà/âyßsâyä × ì]knß/ì*âymCo × Þ × âym Ê©÷ å ×sØ
×sØ k Ø§× ähm ×ml ì]knm®Þ × Ü�à�á�â ê Ý Ü(Ý m®Þ Ø§× mCì*ÝhR Ø âæÙ�kná]R Ø ÚCì�åùknßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø åSk ê Ý$ãVÝ*Ý m,ò·mCâ í mõâym�ß î Ù�âyá<à�ß�knmSkná
ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì�ähá�knà�å Ø ú�nPR ý R1oPR É�pnþ�Ê
ÿ Ú�álÜ(âyÞ ×çê knÞ × âym�Ù�âyá Ø Þ§ÚCo îE× m�ä5Þ§å ×sØ à�á�âyã�ßsÝ Ü ì*âyÜ(Ý Ø Ù¡á�âyÜ í × á�Ý ßsÝ Ø�Ø ì*âyÜ�à�Ú�Þ × m�ä è k Ø Ý ÞlânÙ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø

Ù�âyá§Ü Ø!Ø àVâymEÞ�knmCÝ*âyÚ Ø ß î knm kyo�åCâEì í × á�Ý ßsÝ Ø�Ø mCÝ Þ í âyá§ò Ê ÷ åCÝ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø ã/Ý × m�ä¹k í kná�Ýôâym�ß î ânÙ�Þ§åCÝ × á
â í mÇä?Ý*âyähá�knà�å × ì�ßsâ·ì]knÞ × âymÂkná�Ý!á�Ý$q®Ú × á�Ý*oûÞ�â.à/Ý áGÙ¡âyá§Ü Ù¡Ú�mCoCknÜ(Ý m®Þ�knßfmCÝ Þ í âyá§ò Þ�k Ø ò Ø5Ø ÚCì�åÂk Ø á�âyÚ�Þ�Ý
o ×sØ ì*â ê Ý á î knmCo�ã�á�â?kyo�ì]k Ø Þ × m�äæÚ�mCo�Ý á ê kná × âyÚ Ø à/Ý áGÙ�âyá§ÜæknmCì*Ý<àSkná�knÜ(Ý Þ�Ý á Ø¾Ø ÚCì�å
k Ø Ü × m × Ü�Ú�Ü mEÚ�Ü�ã/Ý á
ânÙ`åCâyà Ø R�ßsâ í Ý Ø Þ�Ý mCÝ á§ä î ì*âym Ø Ú�Ü�à�Þ × âym�RVÝ Þ�ì Ê�÷ åCÝ�à�á�âyã�ßsÝ Ü åSk Ø ã/Ý*Ý m
ì*âym Ø§× o�Ý á�Ý*o × m Ø Ý ê Ý á�knß�àSknà/Ý á Ø
× mCì ßçÚCo × m�äûú�rPR.s�R ÉhÉ R É nPR É � þ�Êtj m knßçßlì]k Ø Ý Ø R × Þ ×sØ k Ø�Ø Ú�Ü(Ý*oùÞ§åSknÞ8Þ§åCÝæÚ�mCo�Ý á§ß îE× m�äôkyoõåCâ·ì(mCÝ Þ í âyá§ò
×sØ à�á�Ý à�á�â·ì*Ý Ø�Ø Ý*o × mpâyá�o�Ý á¾Þ�â(à�á�âEoPÚCì*Ý5k$à�ß�knmSkná Ø àSknm�mCÝ áºâ ê Ý á í å × ì�å.k�á�âyÚ�Þ�Ý�o ×sØ ì*â ê Ý á î knßçä?âyá × Þ§å�Ü
ì]knm�ã/ÝºàVÝ áGÙ�âyá§Ü(Ý*o Ê�j m�Þ§å ×sØ àSknàVÝ á í Ý<ä?â�ã/Ý î âymCo�Þ§åCÝ�Ý%ë ×sØ Þ × m�ä�ß × Þ�Ý á�knÞ§Ú�á�Ý�ã î o�Ý l m × m�ä
k�mCÝ í ì ß�k Ø�Ø
ânÙ©mCÝ Þ í âyá§ò Ø â ê Ý á í å × ì�å,Þ§åCÝ�Ù¡Ú�mCoCknÜ(Ý m®Þ�knß`Þ�k Ø ò�ânÙ©ähá�knà�å,Þ§á�k ê Ý á Ø knßAì]knm.ãVÝ�àVÝ áGÙ�âyá§Ü(Ý*o.ÝDuæì × Ý m®Þ§ß î
í × Þ§åCâyÚ�Þºà�á × âyá¾ò·mCâ í ßsÝ*oPä?Ý$ânÙIÞ§åCÝ í åCâyßsÝ8mCÝ Þ í âyá§ò
ã�Ú�Þ�á�knÞ§åCÝ á�ãSk Ø Ý*o Ø âyßsÝ ß î âympßsâEì]knß:òEmCâ í ßsÝ*oPä?Ý8ânÙ
Þ§åCÝ´ä?Ý*âyähá�knà�å × ì�ßsâEì]knÞ × âym
ânÙ`Þ§åCÝ<mCâ·o�Ý Ø Ê
v ÐOÖçÏ6YOÏyÎ5Õ(aKdPw X Ó X Õ X [6Y�×sØ k<àSkná§Þ × Þ × âym × m�ä�ânÙ�Þ§åCÝ¦à�ß�knmCÝ

E
2
× m®Þ�â5k Ø Ý Þ

V
ânÙ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø óÛàVâ × mEÞ Ø ö%R·k Ø Ý Þ

E
ânÙAÝ*oPä?Ý Ø óÛß × mCÝ Ø Ý ähÜ(Ý mEÞ Ø ö%RCknmCo�k Ø Ý Þ

F
ânÙ�Ù�kyì*Ý Ø óÛà/âyß î ä?âym Ø ö Ê�j m�Þ§å ×sØ àSknà/Ý á í Ý´knß í k î·Ø ì*âym Ø�× o�Ý á

âym�ß î<l m × Þ�ÝfàSkná§Þ × Þ × âym Ø Ê�f Ú�á§Þ§åCÝ á§Ü(âyá�ÝhR í Ý¾k Ø�Ø Ú�Ü(ÝfÞ§åSknÞ©mCâ8Ý*oPä?Ý¦àSk Ø�Ø Ý Ø Þ§å�á�âyÚ�ähå!knm î�ê Ý á§Þ�Ý%ë(Ý%ë�ì*Ý à�Þ
× Þ Ø Ý mCo?g ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø Ê v ì*âyÜ�ã × mSknÞ�âyá × knß�knã Ø Þ§á�kyì Þ × âymÃânÙ5kùà�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym ×sØ Þ§åCÝpà�ß�knmSkná�ähá�knà�å
G = (V,E)

Þ�âyä?Ý Þ§åCÝ á í × Þ§å × Þ Ø´Ø Þ§á�k × ähåEÞ)g�ß × mCÝæÝ Ü8ãVÝ*o�o × m�ä × mEÞ�â�Þ§åCÝ$à�ß�knmCÝ Ê<k Ý í × ßçß©ânÙÛÞ�Ý m × o�Ý mEÞ × Ù î
Þ§åCÝ�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym í × Þ§å × Þ Ø à�ß�knmSknálähá�knà�å G

× m!Þ§å ×sØ àSknà/Ý á Ê v Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym ×sØ�x9[�YKYVÔPx*Ò�Ô9w!× Ù × Þ Ø
ähá�knà�å ×sØ ì*âym�mCÝ*ì Þ�Ý*o Ê
yIß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym Ø kná�Ý l mCo × m�ä�Ü(âyá�Ý(knmCo,Ü(âyá�Ýæknà�à�ß × ì]knÞ × âym Ø�× m®Þ�â ê kná × âyÚ Ø á�Ý]knßmg í âyá§ßsoùà�á�âyã�g

ßsÝ Ü Ø Êzf âyá�Ý%ë�knÜ�à�ßsÝhR�Þ§åCÝ î kná�ÝpÞ§åCÝ,ãSk Ø�× ì Ø àSknÞ × knß ê Ý*ì Þ�âyá�oCknÞ�k Ø Þ§á§ÚCì Þ§Ú�á�Ý × mÅÜæknm î ä?Ý*âyähá�knà�å × ì
× mPÙ�âyá§ÜæknÞ × âym Ø§î·Ø Þ�Ý Ü Ø ú É rPR É s þ�Ê�f Ú�á§Þ§åCÝ á�á�Ý*ì*Ý mEÞ¾knà�à�ß × ì]knÞ × âym Ø ânÙKà�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym Ø ì]knm�ã/Ý¾Ù�âyÚ�mCo
× m,Þ§åCÝ(kná�Ý]k�ânÙ�kyo.åCâ·ì í × á�Ý ßsÝ Ø�Ø mCÝ Þ í âyá§ò Ø í å × ì�å í Ý(knßçá�Ý]kyo î Ü(Ý m®Þ × âymCÝ*o knãVâ ê Ý Ê v ÙÛÚ�mCoCknÜ(Ý mEÞ�knß
Þ�k Ø ò�à/Ý áGÙ¡âyá§Ü(Ý*o.âym
à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym Ø¾×sØ Þ§åCÝ�Þ§á�k ê Ý á Ø knß|{ ÷ á�k ê Ý á Ø§× m�ä�k Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym × m ê âyß ê Ý Ø á�ÝDg
à/âyá§Þ × m�ä(Ý]kyì�å ê Ý á§Þ�Ý%ë�R�Ý*oPä?ÝhRSknmCo!Ù�kyì*ÝºânÙ

G
Ý%ë�kyì Þ§ß î âymCì*ÝhR Ø â5Þ§åSknÞ Ø âyÜ(Ý´âyà/Ý á�knÞ × âym�ì]knm�ã/Ý�knà�à�ß × Ý*o

Þ�âõÝ]kyì�å ÊÂ÷ åCÝ�Ú Ø ÚSknß¾knà�à�á�â?kyì�å Þ�âôÞ§åCÝ�à�á�âyã�ßsÝ Ü × m ê âyß ê Ý Ø k~} f�� ó�}<Ý à�Þ§å f × á Ø Þ � Ý]kná�ì�åOö�ânÙ<Þ§åCÝ
à�á × Üæknß´ó ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø knmCo Ý*oPä?Ý Ø ö´âyá5oPÚSknß<ó[Ù�kyì*Ý Ø knmCoùÝ*oPä?Ý Ø ö´ähá�knà�å Êt� mPÙ¡âyá§Þ§Ú�mSknÞ�Ý ß î RAÞ§å ×sØ Þ�Ý*ì�å�m × qEÚCÝ
ì]knm�mCâyÞIã/Ý × Ü�à�ßsÝ Ü(Ý mEÞ�Ý*o í × Þ§åCâyÚ�ÞIÚ Ø§× m�ä<Üækná§ò5ã × Þ Ø âym$Þ§åCÝ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø R?Ý*oPä?Ý Ø R?âyáAÙ�kyì*Ý Ø R?knmCo(k Ø Þ�kyì�ò$âyá
qEÚCÝ ÚCÝ Ê�j Ù�Þ§åCÝºoCknÞ�k Ø Þ§á§ÚCì Þ§Ú�á�Ý¾Ú Ø Ý*oæÞ�â8á�Ý à�á�Ý Ø Ý m®Þ¦Þ§åCÝ Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym

G
o�âEÝ Ø mCâyÞlåSk ê Ý<Ý%ë·Þ§á�k�Ü(Ý Ü(âyá î

knßçßsâ·ì]knÞ�Ý*o,ó í å × ì�å ×sØ Þ§åCÝºì]k Ø Ý¾Ù¡âyáwÜæknm î á�Ý]knßmg í âyá§ßso�knà�à�ß × ì]knÞ × âym Ø R × Ê Ý Ê Þ§åCÝ¾åCâ Ø Þ Ø�× m�kyoæåCâ·ì í × á�Ý ßsÝ Ø�Ø
mCÝ Þ í âyá§ò Ø kná�ÝºÚ Ø ÚSknßçß îæê Ý á îæØ§× Ü�à�ßsÝ<o�Ý êE× ì*Ý Ø í × Þ§å!ß × Ü × Þ�Ý*o!Ü(Ý Ü(âyá î ö%RPÞ§åCÝ m�knm�knÚPë × ß × kná î kná§á�k î Ü8Ú Ø Þ
ã/Ý8knßçßsâ·ì]knÞ�Ý*o.knmCo Ø âyÜ(Ý´Ù�âyá§Ü ânÙIåSk Ø å × m�ä ×sØ á�Ý$q®Ú × á�Ý*opÞ�â(Üæknà ê Ý á§Þ�Ý%ëK�nÝ*oPä?Ý'�'Ù�kyì*Ý5á�Ý*ì*âyá�o Ø Þ�â!kná§á�k î
× mCo × ì*Ý Ø Ê�÷ åCÝ/} f�� knà�à�á�â?kyì�å åSk Ø knß Ø â�knmCâyÞ§åCÝ á�oPá�k í ãSkyì�ò®øÂÞ§åCÝ(Þ§á�k ê Ý á Ø knßwì]knm�mCâyÞ�ã/Ý5àVÝ áGÙ�âyá§Ü(Ý*o

�



Ø§× Ü8Ú�ßçÞ�knmCÝ*âyÚ Ø ß î ã î Ü(âyá�Ý�Þ§åSknm.âymCÝ�Þ§å�á�Ý]kyo
ânÙ�Ý%ë�Ý*ì Ú�Þ × âym í × Þ§åCâyÚ�Þ Ø âyÜ(Ý�ßsâ·ì�ò × m�ä!Ü(Ý*ì�åSknm ×sØ Ü�R/knmCo
ânÙIì*âyÚ�á Ø Ý´Þ§åCÝ<Ü(Ý Ü(âyá î á�Ý$q®Ú × á�Ý Ü(Ý mEÞ Ø kná�Ý × mCì á�Ý]k Ø§× m�ä Ê
÷ åCÝ Ø Ý¦à�á�âyã�ßsÝ Ü ØwØ Þ × Ü�Ú�ß�knÞ�Ý*o�knmæÝ%ëPÞ�Ý m Ø§×çê Ý¦á�Ý Ø Ý]kná�ì�å
âym(Þ§á�k ê Ý á Ø§× m�ä�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âym Ø âyá�âyÞ§åCÝ á

ähá�knà�å�g�ß × ò?Ý Ø Þ§á§ÚCì Þ§Ú�á�Ý Ø í × Þ§åCâyÚ�ÞwÞ§åCÝfÚ Ø ÝfânÙ/Üækná§ò$ã × Þ Ø Ê©ÿ mCÝ¾ânÙ�Þ§åCÝ l á Ø Þ Ø ÚCì�å�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø o�Ý ê Ý ßsâyà/Ý*o
í k Ø Ù�âyá$Þ§åCÝ!Þ§á�k ê Ý á Ø knßfânÙ´k�Þ§á × knm�ähÚ�ß�knÞ�Ý*o Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âymÃú É�p&þ�Êõ÷ åCÝ!Üæk × m × o�Ý]k í k Ø Þ�â,ì�åCâ·â Ø Ý�âymCÝ
Ø Þ�kná§Þ × m�ä�àVâ × mEÞ`knmCo�Þ§åCÝ m8o�Ý l mCÝIÙ�âyáKÝ]kyì�å8Þ§á × knm�ähßsÝwÚ�m × q®ÚCÝ Ø Þ�kná§Þ × m�ä�Ý*oPä?Ý�Þ§å�á�âyÚ�ähå í å × ì�å8Þ§åCÝ�Þ§á × knm�ähßsÝ
ì]knm,ãVÝ5Ý m®Þ�Ý á�Ý*o ÊAk × Þ§å,ì]kná�Ý%ÙÛÚ�ßIâyá�o�Ý á�knmCo.ì�åCâ × ì*Ý Ø âymCÝ5ì]knm,Üæknò?Ý Ø Ú�á�Ý�Þ§åSknÞ´Ý]kyì�åôÞ§á × knm�ähßsÝ × m.Þ§åCÝ
Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym ×sØ á�Ý à/âyá§Þ�Ý*oæÝ%ëCkyì Þ§ß î âymCì*Ý Ê�j m�Ù�kyì Þ]REknm!âyá�o�Ý á ×sØ o�Ý l mCÝ*oæâymæÞ§á × knm�ähßsÝ Ø knmCo�Þ§á × knm�ähßsÝ Ø kná�Ý
á�Ý à/âyá§Þ�Ý*o × môÞ§å ×sØ âyá�o�Ý á Ê(÷ å ×sØ Þ�Ý*ì�å�m × q®ÚCÝ ×sØ Þ§åCÝ$ãSk Ø§×sØ ânÙfknßçß Ø Ú�ã Ø Ý$qEÚCÝ m®Þ�á�Ý Ø Ú�ßçÞ Ø]è j m¹ú�n þ R:knÚ�Þ§åCâyá Ø
o�Ý Ø ì á × ã/Ýºknm�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ù¡âyáwÞ§á�k ê Ý á Ø knß�ânÙ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø ânÙ:knm!kná§á�knm�ä?Ý Ü(Ý mEÞfâyá�k�ì*âym ê Ý%ëæà/âyß î Þ�âyà/Ý Ê	j m.ú�o þ R
knÚ�Þ§åCâyá Ø Ý%ëPÞ�Ý mCoôÞ§åCÝæknßçä?âyá × Þ§å�Ü Þ�â�kná§ã × Þ§á�kná î à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym Ø RKknmCo ê Ý á î á�Ý*ì*Ý mEÞ§ß î R × mÂú ý&þ Þ§åCÝ
á§Ú�m�m × m�ä(Þ × Ü(Ý�ânÙ`Þ§å ×sØ knßçä?âyá × Þ§å�Ü í k Øf× Ü�à�á�â ê Ý*o Ê
é Ý mCÝ á�knßçß îÇØ à/Ý]knò × m�äCR�knßçß�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø o�Ý Ø ì á × ã/Ý*o × m ú�nPR ý R�o�R É�pyþ Ú Ø Ý�ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì�à�á�âyà/Ý á§Þ × Ý Ø ânÙ

à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym Ø Ê�j m!Þ§å ×sØ àSknà/Ý á]R í Ý<ßsâ·âyò!knÞ�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âym Ø k Ø ì*âyÜ8ã × mSknÞ�âyá × knßKâyã��§Ý*ì Þ Ø ø
ähá�knà�å Ø ì*âym Ø§×sØ Þ × m�ä
ânÙ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø ROÝ*oPä?Ý Ø knmCopì î ì ßsÝ Ø í å × ì�å.ä ×çê Ý�Þ§åCÝ�mCâyÞ × âympânÙ`Ù�kyì*Ý Ø Êw÷ å ×sØ knßçßsâ í Ø Ú Ø
Þ�â<ä?Ý mCÝ á�knß ×�� Ý¦á�Ý Ø Ú�ßçÞ Ø ÙÛá�âyÜ ú�oPR ý&þ Þ�â<ähá�knà�å Ø Þ§åSknÞ�o�â<mCâyÞImCÝ*ì*Ý Ø�Ø kná × ß î á�Ý à�á�Ý Ø Ý m®Þ©à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym Ø
× m

E
2
Ê/j môàSkná§Þ × ì Ú�ß�kná]R í Ý(o�Ý l mCÝæk!mCâyÞ × âymùânÙfk�qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym í å × ì�åùä?Ý mCÝ á�knß ×�� Ý Ø Þ§åCÝ

mCâyÞ × âymûânÙ�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym knmCoõä ×çê Ý�knm knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ù¡âyá�Þ§á�k ê Ý á Ø§× m�ä�qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym Ø
í × Þ§åCâyÚ�ÞfÞ§åCÝ´Ú Ø Ý´ânÙAÜækná§ò!ã × Þ Ø ÊI÷ åCÝ í âyá Ø Þ¾ì]k Ø Ý<á§Ú�m�m × m�ä(Þ × Ü(Ý�ânÙ`âyÚ�á�knßçä?âyá × Þ§å�Ü ×sØ

O(|E| log |E|)
í åCÝ á�Ý E

×sØ Þ§åCÝºm®Ú�Ü�ã/Ý á¾ânÙ:Ý*oPä?Ý Ø�× m�Þ§åCÝ�qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âym
G
Ê�� âyÞ�ÝºÞ§åSknÞ × Ù

G
×sØ k�à�ß�knmSkná

Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym�R/Þ§åCÝ m
|E| = O(|V |)

knmCopÞ§åCÝ5á§Ú�m�m × m�ä�Þ × Ü(Ý$ânÙlâyÚ�á�knßçä?âyá × Þ§å�Ü ÜæknÞ�ì�åCÝ Ø Þ§åCÝ$á§Ú�m�m × m�ä
Þ × Ü(Ý¾ânÙ�Þ§åCÝ¾ãVÝ Ø ÞwòEmCâ í mæà�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âymæÞ§á�k ê Ý á Ø knß�knßçä?âyá × Þ§å�Ü ú ý&þ�Ê`÷ åCÝ × Ü�à�ßsÝ Ü(Ý m®Þ�knÞ × âym�ânÙ�âyÚ�á
knßçä?âyá × Þ§å�Ü âym�ß î á�Ý$qEÚ × á�Ý Ø Þ§åSknÞ¾Ý ê Ý á î!ê Ý á§Þ�Ý%ë�òEmCâ í Øf× Þ Ø knmCo × Þ Ø mCÝ × ähåEãVâyá Ø ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Ø Ê

� Ê�� r�U:Z'Y��*�!�hUAW/U:NÂgVr�MVÌKY�>:YÛZ'YÛL:W�Z
j m�Þ§å ×sØfØ Ý*ì Þ × âym�R í Ý´ä?Ý mCÝ á�knß ×�� Ý�Þ§åCÝ´mCâyÞ × âympânÙAà�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym
knmCo × Þ Ø Þ§á�k ê Ý á Ø knß Ê
vz� aPÏnÕ X�� ÐOÖçÏ6YOÏyÎ<ÕDaIdPw X Ó X Õ X [6Y.×sØ k8ähá�knà�å G = (V,E) í × Þ§å ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø Ý Ü�ã/Ý*o�o�Ý*o × m�Þ§åCÝ<à�ß�knmCÝ�knmCoàSkná§Þ × Þ × âymCÝ*o × mEÞ�â

Vp ∪ Vc = V
Ø â$Þ§åSknÞ

•
ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø¾× m

Vp
× mCoPÚCì*Ý8k�ì*âym�mCÝ*ì Þ�Ý*o�à�ß�knmSknáfähá�knà�å

P
R

•
Þ§åCÝ�âyÚ�Þ�Ý á)g�Ù�kyì*Ý�ânÙ

P
o�â·Ý Ø mCâyÞ¾ì*âym®Þ�k × m,knm î!ê Ý á§Þ�Ý%ë�ÙÛá�âyÜ

Vc
âyá¾Ý*oPä?Ý�ânÙ

G− P
RSknmCo

•
mCâ�Ý*oPä?Ý�ânÙ

P
×sØ ì á�â Ø�Ø Ý*o�ã î knm î âyÞ§åCÝ á¾Ý*oPä?Ý�ânÙ

G
Ê

v m�Ý%ë�knÜ�à�ßsÝ�ânÙ©kRqEÚSk Ø§× à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym ×sØ o�Ý à × ì Þ�Ý*o × m f × ähÚ�á�Ý ÉhÊ
k Ý í × ßçßCá�Ý%Ù�Ý áIÞ�â<Þ§åCÝ¦ähá�knà�å P

k Ø knm a?Y3w®Ô Î�Ö�` X Y2bfÐOÖçÏ6YOÏhÎ¦Õ(aKd�byÎ§Ï�ÐSÑ knmCo�Þ�â × Þ Ø Ù�kyì*Ý Ø k Ø�a2Y3wEÔ%Î�Ö�` X Y?b
�*Ï�x�Ô�Õ { ÷ åCÝ¦mCâyÞ × âymæânÙ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø knmCo�Ý*oPä?Ý Ø�×sØ Ý%ë·à�ß × ì × Þ × m�Þ§åCÝ¾o�Ý l m × Þ × âymæânÙ=qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym�R
åCâ í Ý ê Ý á]R�Þ§åCÝºmCâyÞ × âym�ânÙ�Ù�kyì*Ý Ø�×sØ mCâyÞ ÊI÷ â�o�Ý l mCÝºÞ§åCÝ�mCâyÞ × âym�ânÙ`k�Ù�kyì*ÝhR í ÝºmCÝ*Ý*o�Þ�â × m®Þ§á�â·oPÚCì*Ý Ø âyÜ(Ý
ãSk Ø§× ì�ÙÛÚ�mCì Þ × âym Ø âymZqEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym Ø Ê4� âyÞ�Ý�Þ§åSknÞºâyÚ�áºknßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø o�â(mCâyÞºmCÝ*Ý*o�Þ�âæòEmCâ í
Þ§åCÝ8àSkná§Þ × Þ × âymõânÙ

V
× m®Þ�â

Vp
knmCo

Vc
Ê�� ÚCì�åõkæàSkná§Þ × Þ × âym ×sØ Ú Ø Ý*o.âym�ß î�× m.Þ§åCÝ�à�á�â·ânÙ Ø ânÙ�ì*âyá§á�Ý*ì Þ§mCÝ Ø�Ø

ânÙ©knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø Ê
�



��Y��`r�N�@���7 v mõÝ%ë�knÜ�à�ßsÝ�ânÙfk�q®ÚSk Ø�× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym.Þ§åSknÞ Ø knÞ ×sØ)l Ý Ø Þ§åCÝ_�KÝ%ÙÛÞ)g
� Ý × ähåEãVâyáM�fÚ�ßsÝ Ê5÷ åCÝ l ßçßsÝ*o ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø kná�Ý × m

Vp
knmCo,ãVâyßsoôÝ*oPä?Ý Ø kná�Ý�Ý*oPä?Ý Ø ânÙlÞ§åCÝ

Ú�mCo�Ý á§ß îE× m�äæà�ß�knmSkná Ø Ú�ã�ähá�knà�å
P
Ê

pred(e)

v
u

e

rev(e)

qface(e)

succ(e)

�lY��`r�N�@;�V7 j ßçßçÚ Ø Þ§á�knÞ × âympânÙAãSk Ø§× ì´ÙÛÚ�mCì Þ × âym Ø âym^q®ÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âym Ø Ê

� ÊçÉhÊf"R�I�'���¡ |¢J£.��¤'��¥#£.�¦¥3£¨§0¢-�I�'���*©Jª��K£-�I«¬�'¢.­
®J��¯.���'��¥3£
°!k Ý
k Ø�Ø Ú�Ü(Ý�Þ§åSknÞ
Ý ê Ý á îÇê Ý á§Þ�Ý%ë
u
×sØ

Ú�m × qEÚCÝ ß î o�Ý Þ�Ý á§Ü × mCÝ*o ã î àSk × á
[x, y] í åCÝ á�Ý x

×sØ�× Þ Ø åCâyá ×�� âymEÞ�knß¦ì*âEâyá�o × mSknÞ�Ý�knmCo
y
×sØ�× Þ Ø8ê Ý á§Þ × ì]knß

ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Ê ñpâyá�Ý*â ê Ý á]R í Ý´k Ø�Ø Ú�Ü(Ý�Þ§åSknÞ�Þ§åCÝºá�Ý à�á�Ý Ø Ý m®Þ�knÞ × âym�ânÙ G
×sØlØ â8Þ§åSknÞ�Ý ê Ý á î Ý*oPä?Ý

e = uv
×sØ

Ø Þ�âyá�Ý*o.k Ø Þ í â�âyà�àVâ Ø§× Þ�Ý ß î o × á�Ý*ì Þ�Ý*o.Ý*oPä?Ý Ø (u, v)
knmCo

(v, u)
Ê�j Ù í Ý�mCÝ*Ý*o
Þ�â Ø à/Ý*ì × Ù î kæo × á�Ý*ì Þ × âym.ânÙ

e
R í Ý í á × Þ�Ý�Ý × Þ§åCÝ á e = (u, v)

âyá
e = (v, u)

R/knmCo × Ù©Þ§åCÝ8o × á�Ý*ì Þ × âym ×sØ¾× á§á�Ý ßsÝ ê knmEÞ]R í Ý í á × Þ�Ý e = uv
Ê

� âyÞ�Ý<Þ§åSknÞ × m
âyÚ�á¾knßçä?âyá × Þ§å�Ü�R í Ý í × ßçß Ø Þ × ßçßKá�Ý àVâyá§ÞfÝ]kyì�å óÛÚ�mCo × á�Ý*ì Þ�Ý*oSö¦Ý*oPä?Ý e = uv
Ý%ë�kyì Þ§ß î âymCì*Ý Ê

f âyá<k ê Ý á§Þ�Ý%ë
v
RCÞ§åCÝ´ÙÛÚ�mCì Þ × âym

xcor(v) í × ßçß:á�Ý Þ§Ú�á§mpÞ§åCÝ´åCâyá ×�� âymEÞ�knßIì*âEâyá�o × mSknÞ�Ý8ânÙ`Þ§åCÝ ê Ý á§Þ�Ý%ë v
R

í å × ßsÝ�Þ§åCÝ5Ù¡Ú�mCì Þ × âym ycor(v) í × ßçß©á�Ý Þ§Ú�á§mùÞ§åCÝ ê Ý á§Þ × ì]knß�ì*âEâyá�o × mSknÞ�ÝæânÙ v
Ê/f âyá8knmõÝ*oPä?Ý

e = (u, v)
R

Þ§åCÝ
ÙÛÚ�mCì Þ × âym
rev(e) í × ßçß�á�Ý Þ§Ú�á§m¹k
àVâ × mEÞ�Ý á�Þ�â
Þ§åCÝ�Ý*oPä?Ý (v, u)

Ê�k Ý í × ßçß Ø âyÜ(Ý Þ × Ü(Ý Ø Ú Ø Ý e−
Þ�â

o�Ý mCâyÞ�Ý
rev(e)

Ê±� × Ü × ß�kná§ß î Þ§åCÝ�ÙÛÚ�mCì Þ × âym
succ(e) í × ßçß¾á�Ý Þ§Ú�á§mÃkôà/â × m®Þ�Ý á!Þ�âõÞ§åCÝ
Ý*oPä?Ý

(v, x)
Ø â

Þ§åSknÞ
(v, x)

×sØ Þ§åCÝ l á Ø ÞæÝ*oPä?Ýpì*âyÚ�m®Þ�Ý á)g�ì ßsâ·ì�ò í ×sØ Ýôkná�âyÚ�mCo v
Ø Þ�kná§Þ × m�äùÙÛá�âyÜ-Þ§åCÝ
Ý*oPä?Ý

(v, u)
RfknmCo

Þ§åCÝ$Ù¡Ú�mCì Þ × âym
pred(e) í × ßçß©á�Ý Þ§Ú�á§m k�à/â × m®Þ�Ý á8Þ�â�Þ§åCÝ(Ý*oPä?Ý (y, u)

Ø â�Þ§åSknÞ
(u, y)

×sØ Þ§åCÝ l á Ø Þ�Ý*oPä?Ý
ì ßsâ·ì�ò í ×sØ Ý
kná�âyÚ�mCo u

Ø Þ�kná§Þ × m�ä
ÙÛá�âyÜ Þ§åCÝ(Ý*oPä?Ý
(u, v)

Ê^f âyá$knm × ßçßçÚ Ø Þ§á�knÞ × âym ânÙ�Þ§åCÝ Ø Ý�Ù¡Ú�mCì Þ × âym Ø8Ø Ý*Ý
f × ähÚ�á�Ý/� Ê´÷ åCÝ Ø Ý8ÙÛÚ�mCì Þ × âym Ø ì]knm,ãVÝ5Ý]k Ø§× ß îp× Ü�à�ßsÝ Ü(Ý m®Þ�Ý*oôÚ Ø§× m�ä Ø âig�ì]knßçßsÝ*o,o�âyÚ�ã�ß î g�ì*âym�mCÝ*ì Þ�Ý*oõÝ*oPä?Ý
ß ×sØ Þ Ø Þ§á§ÚCì Þ§Ú�á�Ýæú É üSR É o þ�Ê
ÿ ã ê·× âyÚ Ø ß î R/Ù¡Ú�mCì Þ × âym Ø

succ()
knmCo

pred()
kná�Ý × m6�§Ý*ì Þ ×çê ÝhR�knmCo,Þ§å®Ú Ø R�Ù¡âyá<Ý ê Ý á î ó¡o × á�Ý*ì Þ�Ý*oSöºÝ*oPä?Ý

e = (u, v)
ânÙ

G
R í Ý8ì]knm.o�Ý l mCÝ5kæì ßsâ Ø Ý*o í knßçò�ã î�Ø Þ�kná§Þ × m�äæÙ¡á�âyÜ e = (u, v)

knmCo�Þ§åCÝ m.á�Ý à/Ý]knÞ�Ý*oPß î
²



��Y��`r�N�@´³�7 v qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym
knmCo × Þ ØfØ§× ëeqEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø Ê

knà�à�ß î·× m�ä�Þ§åCÝ�Ù¡Ú�mCì Þ × âym
succ()

Ú�m®Þ × ß í Ý¾kná§á ×çê ÝºknÞIÞ§åCÝ Ø knÜ(ÝfÝ*oPä?Ý e = (u, v)
Ê
� ÚCì�å
k í knßçò ×sØ ì]knßçßsÝ*o

k � aPÏyÕ X�� �*Ï�x�Ô ânÙ G
ÊI÷ åCÝ Ø Ý Þ�ânÙAknßçß=q®ÚSk Ø�× g�Ù�kyì*Ý Ø ânÙ

G
×sØ o�Ý mCâyÞ�Ý*o
ã î

F
Ê`÷ åCÝ�ÙÛÚ�mCì Þ × âym

qface(e) í × ßçßá�Ý Þ§Ú�á§môk�à/â × m®Þ�Ý áºÞ�â(Þ§åCÝLqEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý�o�Ý Þ�Ý á§Ü × mCÝ*o.ã î Þ§åCÝ!ó¡o × á�Ý*ì Þ�Ý*oSö�Ý*oPä?Ý
e = (u, v)

Ê!� âyÞ�Ý�Þ§åSknÞ × Ù
G
×sØ k!à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym�RKÞ§åCÝ m´q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø ã/Ý*ì*âyÜ(Ý
óÛá�Ý ähÚ�ß�kná�öºÙ�kyì*Ý Ø RKknmCoõåCÝ mCì*Ý�Þ§åCÝ�mCâyÞ × âymùânÙ

qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym�ä?Ý mCÝ á�knß ×�� Ý Ø Þ§åCÝ´mCâyÞ × âympânÙAÞ§åCÝ�ì*âym�mCÝ*ì Þ�Ý*o�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym Ê
÷ åCÝ!Þ�k Ø òùânÙ Ò¡ÎGÏyÓyÔ%Î�Õ X Y?bùÏ � a�ÏnÕ X�� ÐOÖÈÏ�YOÏyÎ!Õ(aKdPw X Ó X Õ X [6YÂ×sØ Þ�â.á�Ý àVâyá§Þ�Ý ê Ý á î ê Ý á§Þ�Ý%ë/RºóÛÚ�mCo × á�Ý*ì Þ�Ý*oSö

Ý*oPä?ÝhR:knmCo;q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý(Ý%ëCkyì Þ§ß î âymCì*Ý × m Ø âyÜ(Ý(âyá�o�Ý á Ê_f âyá�ä?Ý mCÝ á�knß8qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym Ø Þ§å ×sØ
Ø Ý*Ý Ü Ø Þ�â�ã/Ýæk�åSkná�oõÞ�k Ø ò × Ù í Ý í knmEÞ8Þ�â�àVÝ áGÙ�âyá§Ü × Þ í × Þ§åCâyÚ�Þ5Ú Ø§× m�ä�Üækná§òôã × Þ Ø knmCo k Ø Þ�kyì�ò ÊQj m
Þ§åCÝ�mCÝ%ë·Þ Ø Ý*ì Þ × âym�R í Ý í × ßçß Ø åCâ í Þ§åSknÞ × Þ ×sØ à/â Ø�Ø§× ã�ßsÝ¾Þ�â�Þ§á�k ê Ý á Ø Ý´kAqEÚ × Þ�Ý¾ß�kná§ä?Ýºì ß�k Ø�Ø ânÙ.qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná
Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym Ø Ê

#eµ�¶�£J��¤'��¥#£;·3°�k Ý Ø k î Þ§åSknÞ©k�qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym
G
Ø knÞ ×sØ)l Ý Ø k�¸ Ô�� Ò ��¹ Ô X bnÑ�dP[yÎ:º�a·ÖsÔl× ÙVÝ ê Ý á î

ê Ý á§Þ�Ý%ë
v ∈ Vc

åSk Ø k´mCÝ × ähåEãVâyá
u
Ø â´Þ§åSknÞ

xcor(u) < xcor(v)
Ê�f âyá�knm!Ý%ë�knÜ�à�ßsÝ�ânÙ

G
Þ§åSknÞ Ø knÞ ×sØ)l Ý Ø

Þ§åCÝA��Ý%Ù¡Þ)g � Ý × ähå®ã/âyá!�fÚ�ßsÝ Ø Ý*Ý f × ähÚ�á�Ý ÉhÊ

n Ê�� r/U:Z'Y��*�!�?U:W/U:N�gVrKMOÌ:Ys>:YÛZ'YÛLAW¬»�NVU?>:@SN�Z*U-�t¼<�2�ALAN�Y[b/;J½
j môÞ§å ×sØ8Ø Ý*ì Þ × âym�R í Ýæä?Ý mCÝ á�knß ×�� ÝæÞ§á�k ê Ý á Ø knßlknßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø Ù¡á�âyÜ-ú�oPR ý&þ Ø â�Þ§åSknÞ × Þ í × ßçßwÞ§á�k ê Ý á Ø Ý!knm î

qEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym
G = (V,E)

Þ§åSknÞ Ø knÞ ×sØ)l Ý Ø Þ§åCÝM�KÝ%ÙÛÞ)g � Ý × ähå®ã/âyá��fÚ�ßsÝ Êº÷ åCÝ�ä?Ý mCÝ á�knß × o�Ý]k
ânÙKÞ§åCÝ´knßçä?âyá × Þ§å�Ü ×sØ Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý<k Ø Þ§åCÝºâymCÝ × môú�nPR ý R?oPR É�p&þ è k Ý<o�Ý l mCÝ´k8Þ�âyÞ�knß/âyá�o�Ý á

�
âym�knßçß�Ý*oPä?Ý Ø

× m
E
Ê�� Ø�× m�ä�Þ§å ×sØ âyá�o�Ý á]R í Ýºo�Ý l mCÝ<k�Ú�m × qEÚCÝ¾à�á�Ý*o�Ý*ì*Ý Ø�Ø âyá�Ù�âyálÝ ê Ý á î q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý × m F

Ø ÚCì�å!Þ§åSknÞlÞ§åCÝ
à�á�Ý*o�Ý*ì*Ý Ø�Ø âyáºá�Ý ß�knÞ × âym Ø å × à × Ü�àVâ Ø Ý Ø k êE× á§Þ§ÚSknßAo × á�Ý*ì Þ�Ý*opÞ§á�Ý*Ý

G(F )
Ê¾÷ åCÝ5knßçä?âyá × Þ§å�Ü í × ßçß Ø Ý]kná�ì�åpÙ�âyá

Þ§åCÝlá�âEâyÞIânÙ
G(F )

knmCo8Þ§åCÝ m í × ßçßPá�Ý à/âyá§Þ�q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø ânÙ G × m/} f�� âyá�o�Ý á©âym$Þ§åCÝlÞ§á�Ý*Ý
G(F )

Ê	f âyáIÞ§å ×sØ
í Ý¾Ú Ø Ý�k í Ý ßçßmg�ò·mCâ í m�Þ§á�Ý*ÝDg�Þ§á�k ê Ý á Ø knßVÞ�Ý*ì�å�m × q®ÚCÝ�Þ�â�Þ§á�k ê Ý á Ø Ý G(F )

Ú Ø§× m�ä
O(1)

kyo�o × Þ × âymSknß/Ü(Ý Ü(âyá î Ê
� âyÞ�Ý<Þ§åSknÞfÞ§åCÝ´Þ§á�Ý*Ý

G(F )
×sØ mCÝ ê Ý á Ø Þ�âyá�Ý*o × m�Ü(Ý Ü(âyá î knmCo�knÞ�knm î ä ×çê Ý m�Þ × Ü(Ý´Þ§åCÝ�knßçä?âyá × Þ§å�Ü í × ßçß

á�Ý Ü(Ý Ü�ã/Ý á¾âym�ß î k8ì*âym Ø Þ�knm®Þ¦m®Ú�Ü8ãVÝ á�ânÙAÝ*oPä?Ý Ø ó�knÞ¦Ü(â Ø Þ�Þ í â®ö�ânÙ:Þ§å ×sØ Þ§á�Ý*Ý ÊI÷ åCÝ<Þ§á�Ý*Ý G(F )
×sØ Ú Ø Ý*o

Þ�â$à�á�â ê Ý�Þ§åCÝ�ì*âyá§á�Ý*ì Þ§mCÝ Ø�Ø ânÙ`âyÚ�á�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ê
¾



n ÊçÉhÊ¾�M¿.µ´¥3«G®JµU«
� À ¤'¿.µ´µ?£#¤�«'Á�µ2®-Â3µ À �K£-®Ã¤'¿-µ´¯.��«'¤'¢-�Kª!¤�«Gµ2µ

G(F )
°Aj m,âyá�o�Ý á´Þ�â�o�Ý l mCÝ$Þ§åCÝ

ê·× á§Þ§ÚSknß´Þ§á�Ý*Ý
G(F )

R í Ýôo�Ý Þ�Ý á§Ü × mCÝõkùÚ�m × qEÚCÝôÝ*oPä?ÝhRºì]knßçßsÝ*o knm ÔCYSÒ¡Î(`ÂÔPw'b®Ô R × m Ý]kyì�åÃqEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ê
k Ý l á Ø Þ(o�Ý l mCÝ�k.Þ�âyÞ�knßfâyá�o�Ý áæâymÂknßçßfÝ*oPä?Ý Ø(× m

E
Ê;k Ý í á × Þ�Ý u � v

× Ù
(xcor(u),ycor(u)) ≤

(xcor(v),ycor(v))
ã î ßsÝ%ë × ì*âyähá�knà�å × ì$ì*âyÜ�àSkná ×sØ âymôânÙ©Þ§åCÝ8m®Ú�Ü(Ý á × ì ê knßçÚCÝ Ø Ú Ø§× m�ä

≤
Ê!f âyá<knm,Ý*oPä?Ý

e = (u, v)
R�ßsÝ Þ

left(e) =

{

u,
× Ù

u� v

v,
âyÞ§åCÝ á í ×sØ Ý , right(e) =

{

v,
× Ù

u� v

u,
âyÞ§åCÝ á í ×sØ Ý ,

knmCo

ßsÝ Þ
ǔ = [xcor(u),ycor(u)− 1]

Ê�� â í ßsÝ Þ
key(e)

ãVÝ<Þ§åCÝ � g�Þ§Ú�à�ßsÝ

key(e) =
(

xcor(left(e)), ycor(left(e)), ] ˇleft(e) left(e) right(e), xcor(u), ycor(u)
)

.

Ä î
]abc í Ý5knß í k îPØ á�Ý%Ù¡Ý áfÞ�âæÞ§åCÝ�ì*âyÚ�m®Þ�Ý á)g�ì ßsâ·ì�ò í ×sØ Ý�knm�ähßsÝ�ã/Ý Þ í Ý*Ý m
á�k î·Ø ba

knmCo
bc í × Þ§å b

ã/Ý × m�ä
Þ§åCÝ�knàVÝ%ë,ânÙwÞ§åCÝ�knm�ähßsÝ Ê<j ÞºÙ�âyßçßsâ í Ø ã î âyÚ�á�k Ø�Ø Ú�Ü�à�Þ × âymôÞ§åSknÞ�Ý*oPä?Ý Ø ì]knm�mCâyÞ�ì á�â Ø�Ø<ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø Þ§åSknÞ × Ù
Þ í â�Ý*oPä?Ý Ø e 6= e′

åSk ê Ý�Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý l á Ø ÞlÞ§å�á�Ý*Ý ê knßçÚCÝ Ø�× m!Þ§åCÝ × á
key()

RPÞ§åCÝ m
e′ = e−

knmCo!åCÝ mCì*ÝºÞ§åCÝ × á
ß�k Ø ÞfÞ í â ê knßçÚCÝ Ø¾× m key()

ì]knm�mCâyÞfã/âyÞ§å�ã/Ý´Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý Ê�Å Ý mCì*Ý × Þ¦Ù¡âyßçßsâ í Ø Þ§åSknÞ e = e′
× Ù©knmCo
âym�ß î!× Ù

key(e) = key(e′)
ÊAk Ý$o�Ý l mCÝ$Þ§åCÝ$Þ�âyÞ�knßIâyá�o�Ý á

�
ã î ßsÝ%ë × ì*âyähá�knà�å × ìæì*âyÜ�àSkná ×sØ âymõânÙwÞ§åCÝ5m®Ú�Ü(Ý á × ì

key()
ê knßçÚCÝ Ø Ú Ø§× m�ä

≤
Ê�f âyáºk/q®ÚSk Ø�× g�Ù�kyì*Ý

f ∈ F
R í Ý�o�Ý l mCÝ

entry(f) = e ∈ f : e � e′
Ù�âyá¾knßçß

e′ 6= e ∈ f,

× Ê Ý Ê R
entry(f)

×sØ Þ§åCÝ�Ü × m × Ü8Ú�Ü Ý*oPä?Ý�ó í × Þ§å,á�Ý Ø à/Ý*ì Þ¾Þ�â
Þ§åCÝ�âyá�o�Ý á � ö¦âympÞ§åCÝMqEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý f
Ê�� ÚCì�å

knm Ý*oPä?Ý
e í × ßçßlã/Ý(ì]knßçßsÝ*oùÞ§åCÝ ÔDYSÒ¡ÎD`,ÔPw'b®Ô ânÙ f

Ê�� âyÞ�ÝæÞ§åSknÞ8Þ§å ×sØ ÙÛÚ�mCì Þ × âym ×sØ Ý]k Ø�î Þ�â × Ü�à�ßsÝ Ü(Ý m®Þ
Ú Ø§× m�ä�Þ§åCÝ8Ù¡Ú�mCì Þ × âym

succ()
RKknmCo.Þ§åCÝ$Þ�âyÞ�knß©âyá�o�Ý á

�
Ú Ø�× m�ä�âym�ß î

O(1)
Ü(Ý Ü(âyá î Ê<k Ý í × ßçßIÚ Ø Ý5Þ§åCÝ

Ù�âyßçßsâ í × m�ä(Ù¡Ú�mCì Þ × âym

ismin(e) =

{ ÷
,
× Ù

e = entry(qface(e))
knmCo

e− = entry(qface(e−))
knmCo

e ≺ e−,f
,
âyÞ§åCÝ á í ×sØ Ý Ê

��Ý Þ
e0 = (u0, v0)

ã/Ý$Þ§åCÝ$Ü × m × Ü�Ú�Ü Ý*oPä?Ý × mõÞ§åCÝ�âyá�o�Ý á
� .

÷ åCÝ�mCÝ%ëPÞ´ßsÝ Ü�Üæk Ø åCâ í Ø Þ§åSknÞ�Ú Ø�× m�ä
Þ§åCÝ´Ù¡Ú�mCì Þ × âym

ismin() í Ý5ì]knm
Þ�Ý Ø Þ¦Ù¡âyá�Þ§åCÝ�Ü × m × Ü8Ú�Ü Ý*oPä?Ý
e0

× mÆq®ÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âym Ø Þ§åSknÞ
Ø knÞ ×sØ Ù î Þ§åCÝL��Ý%ÙÛÞ)g � Ý × ähå®ã/âyá��¾Ú�ßsÝ Ê

��µ?Ç;Ç;��·1°�È ��Ï � a�ÏnÕ X�� ÐOÖÈÏ�YOÏyÎ�Õ(aKdPw X Ó X Õ X [�Y G
Õ ÏhÒ X Õ�ÉlÔ%Õ�ÒÛÑPÔ ¸ Ô��%Ò ��¹ Ô X bnÑ�d9[yÎ!º�a·ÖsÔ(Ê`ÒÛÑ�ÔDY
ÒÛÑPÔ-�Da2Y#x*Ò X [�Y

ismin(e) = Ë X ��Ï6Y3wQ[6YCÖ�` X � e = e0

{

Ì ÎP[�[)� { ÷ åCÝ´à�á�â·ânÙ`ì]knm�ã/ÝºÙ�âyÚ�mCo × m�Þ§åCÝ v à�à/Ý mCo × ë v g ÉhÊ
�

��Ý Ü�Üæk É ähÚSkná�knm®Þ�Ý*Ý Ø Þ§åSknÞ í Ý©ì]knm�Þ�Ý Ø Þ/Ù�âyá�Þ§åCÝIÜ × m × Ü8Ú�Ü3Ý*oPä?Ý
e0

Ú Ø§× m�ä�âym�ß î Þ§åCÝ©ãSk Ø§× ì`Ù¡Ú�mCì Þ × âym Ø
entry()

R
qface()

R
rev()

REknmCo
key()

ÊI÷ å ×sØ knßçßsâ í Ø Ú Ø Þ�â × Ü�à�ßsÝ Ü(Ý m®ÞlÞ§åCÝ�Ù¡âyßçßsâ í × m�ä�Ù¡Ú�mCì Þ × âymæÚ Ø§× m�ä
âym�ß î

O(1)
Ý%ëPÞ§á�k5Ü(Ý Ü(âyá î Ê

parent(f) =

{

qface(rev(entry(f))),
× Ù

entry(f) 6= e0,
knmCo

��� �0��R�âyÞ§åCÝ á í ×sØ Ý Ê
Í



��Ý ÞpÚ Ø mCâyÞ�ÝõÞ§åSknÞ × Þ ×sØ à/â Ø�Ø§× ã�ßsÝõÞ§åSknÞ
parent(f) = f

RºåCâ í Ý ê Ý á]R í Ý Ø åCâ í Þ§åSknÞ × Ù
G
Ø knÞ ×sØ g

l Ý Ø Þ§åCÝ;��Ý%ÙÛÞ)g � Ý × ähå®ã/âyáZ�¾Ú�ßsÝhR<Þ§åCÝ m Þ§å ×sØ mCÝ ê Ý á
åSknà�àVÝ m Ê ÷ å ×sØ á§Ú�ßsÝ í × ßçß5knß Ø âÇähÚSkná�knm®Þ�Ý*ÝùÞ§åSknÞ
entry(parent(f)) ≺ entry(f)

× Ù
entry(f) 6= e0

Êùÿ Ú�á(knßçä?âyá × Þ§å�Ü í × ßçß × o�Ý m®Þ × Ù î Þ§åCÝ�Ý*oPä?Ý e0knmCo í × ßçß�Þ§á�Ý]knÞ qface(e0)
o × h�Ý á�Ý m®Þ§ß î Þ§åSknmpknßçß�âyÞ§åCÝ á�q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø Ê

k Ý´mCâ í o�Ý l mCÝ8knm.knÚPë × ß × kná î ähá�knà�å í å × ì�å í × ßçß:ãVÝ´Ú Ø Ý*o�Þ�â�à�á�â ê Ý�Þ§åCÝ�ì*âyá§á�Ý*ì Þ§mCÝ Ø�Ø ânÙ©âyÚ�á�knßçä?âig
á × Þ§å�Ü Ê ��Ý Þ

G(F ) = (F,E(F )) í × Þ§å

E(F ) =
{

(f, f ′) : parent(f) = f ′
}

.

k Ý´à�á�â ê Ý´Þ§åSknÞ × Ù
G
Ø knÞ ×sØ)l Ý Ø Þ§åCÝ��KÝ%ÙÛÞ)g � Ý × ähå®ã/âyá��¾Ú�ßsÝhRPÞ§åCÝ m

G(F )
×sØ k5á�â·âyÞ�Ý*o�Þ§á�Ý*Ý Ê

��µ?Ç;Ç;�ÏÎ@°AÈ �!Ï � aPÏyÕ X�� ÐOÖçÏ6YOÏyÎæÕ(aKdPw X Ó X Õ X [6Y G
Õ ÏhÒ X Õ�ÉlÔ%ÕæÒÛÑPÔ ¸ Ô��%Ò ��¹ Ô X bnÑ�dP[hÎ/º!a·ÖçÔ(Ê´ÒÛÑPÔDYe�$[yÎ�Ô%ÓnÔ%ÎD`

� a�ÏnÕ X�� �*Ï�x�Ô f
ÕC[
ÒÛÑ·ÏhÒ

entry(f) 6= e0

Ê
entry(parent(f)) ≺ entry(f)

{
Ì ÎP[�[)� { ÷ åCÝ´à�á�â·ânÙ`ì]knm�ã/ÝºÙ�âyÚ�mCo × m�Þ§åCÝ v à�à/Ý mCo × ë v g|� Ê

�

Ð ¥1«i¥3ª�ª��I«GÁ¡·3°!È �´Ï � a�ÏnÕ X�� ÐOÖçÏ6YOÏhÎ´Õ(aKdPw X Ó X Õ X [6Y G
Õ ÏhÒ X Õ�ÉlÔ%Õ<ÒÛÑPÔ ¸ Ô��%Ò ��¹ Ô X bnÑ�dP[hÎ�º!aEÖsÔ(Ê�ÒÛÑPÔDY<�$[yÎ�Ô%ÓnÔ%ÎD`

� a�ÏnÕ X�� �*Ï�x�Ô f
Ê
parent(f) 6= f

{
Ì ÎP[�[)� { ÷ å ×sØ Ù�âyßçßsâ í Ø o × á�Ý*ì Þ§ß î Ù¡á�âyÜÑ��Ý Ü�ÜækQ�$Ù�âyáºknm î

f
Ø â(Þ§åSknÞ

entry(f) 6= e0

Ê4f âyá
qface(e0)

R
ã î o�Ý l m × Þ × âym í Ý´åSk ê Ý parent(qface(e0)) =

��� �0� Ê
�

�L¿-µU¥3«Gµ?ÇÒ·1°�È ��Ï � a�ÏnÕ X�� ÐVÖÈÏ6YVÏyÎ´Õ(aKdPw X Ó X Õ X [6Y G
Õ*ÏhÒ X Õ�ÉlÔ�Õ�ÒÛÑPÔ ¸ Ô�� Ò ��¹ Ô X bnÑ�dP[yÎAº!aEÖsÔ(Ê�ÒÛÑPÔCY.ÒÛÑPÔ�byÎ§Ï�ÐSÑ

G(F ) X Õ�Ï
Î)['[hÒ�ÔPw�Ò¡Î�Ô�Ô W�X ÒÛÑ�ÒÛÑPÔ�ÎP[�[hÒ qface(e0)
{

Ì ÎP[�[)� { k Ý´Ü�Ú Ø Þ Ø åCâ í Þ§åSknÞfÙ�âyáfÝ ê Ý á î q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý
f ∈ F

Þ§åCÝ á�Ý ×sØ Ú�m × qEÚCÝ
ó¡o × á�Ý*ì Þ�Ý*oSö¦àSknÞ§å�Ù¡á�âyÜ
fÞ�â

qface(e0)
× m

G(F )
Ê�� × mCì*Ý$Ý ê Ý á î qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý�åSk Ø Ý%ëCkyì Þ§ß î âymCÝ$Ý m®Þ§á î Ý*oPä?ÝhR/Þ§åCÝ á�Ý5ì]knm�mCâyÞ´Ý%ë ×sØ Þ

Ü(âyá�Ý
Þ§åSknm âymCÝ
àSknÞ§åùÙ¡á�âyÜ
f
Þ�â

qface(e0)
Êtj Þ�á�Ý Üæk × m Ø Þ�â Ø åCâ í Þ§åSknÞ8Ù¡âyá5Ý ê Ý á î

f ∈ F
R:Þ§åCÝ á�Ý

Ý%ë ×sØ Þ Ø knÞ�ßsÝ]k Ø Þ8âymCÝ�àSknÞ§å
f
Þ�â

qface(e0)
× m

G(F )
Êe� Ú�à�àVâ Ø Ý�ã î í k î ânÙ�ì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ × âymûÞ§åSknÞ´Ù¡âyá

Ø âyÜ(Ý
f ∈ F

RPÞ§åCÝ á�Ý ×sØ mCâ Ø ÚCì�å
àSknÞ§å Ê�� â í ì*âym Ø§× o�Ý áfÞ§åCÝ Ø Ý$q®ÚCÝ mCì*Ý è

C = (f,parent(f),parent(f)2,parent(f)3, . . . parent(f)i, . . .).

Ä î âyÚ�á(k Ø�Ø Ú�Ü�à�Þ × âym
parent(f)i 6= qface(e0)

Ù¡âyá
i ≥ 1

RIåCÝ mCì*Ý
entry(parent(f)i) 6= e0

Ù�âyá
i ≥ 1

Ê<÷ å®Ú Ø ROÙ�âyá
i ≥ 1

R
entry(parent(f)i+1) ≺ entry(parent(f)i)

Ê ñ.âyá�Ý*â ê Ý á]R
entry(f) 6=

e0

RVknmCo�åCÝ mCì*Ý
entry(parent(f)) ≺ entry(f)

knmCopåCÝ mCì*Ý8knßçßKÞ§åCÝ�Þ�Ý á§Ü Ø¾× mpÞ§åCÝ Ø Ý$qEÚCÝ mCì*Ý
C
kná�Ý

o ×sØ Þ × mCì Þ Êp÷ å®Ú Ø R
C
×sØ knm × m l m × Þ�Ý Ø Ý$qEÚCÝ mCì*Ý!ânÙ¦o ×sØ Þ × mCì Þ<qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø ânÙ

G
Ê
÷ å ×sØ ì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ Ø Þ§åCÝ

k Ø�Ø Ú�Ü�à�Þ × âym
Þ§åSknÞ
G
×sØ k l m × Þ�Ý Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âym Ê

�

n Ê � Ê¾�M¿.µ.�Nª�Â1¥3«i��¤'¿JÇ¬°�j m�Þ§å ×sØ�Ø Ú�ã Ø Ý*ì Þ × âym�R í Ý�o�Ý Ø ì á × ã/Ý v ßçä?âyá × Þ§å�Ü É í å × ì�å
àVÝ áGÙ�âyá§Ü Ø Þ§á�k ê Ý á Ø knß
âym.knm î q®ÚSk Ø�× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym

G
Ê�÷ åCÝ�á�Ý]kyo�Ý á¾Üæk î ì�åCÝ*ì�ò�Þ§åSknÞ¾Þ§åCÝ5knßçä?âyá × Þ§å�Ü ×sØ¾ê Ý á î�Ø�× Ü × ß�kná

Þ�â$Þ§åCÝ´âymCÝ × mõú ý RKo þ knmCo × m�Ù�kyì Þ × Þ¦Ú Ø Ý Ø Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý<Þ�Ý*ì�å�m × qEÚCÝ<Ù¡âyá¦á�Ý à/âyá§Þ × m�ä ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø R:óÛÚ�mCo × á�Ý*ì Þ�Ý*oSö
Ý*oPä?Ý Ø knmCoÓq®ÚSk Ø�× g�Ù�kyì*Ý Ø ânÙ

G
Ê;Å â í Ý ê Ý á(Þ�â.Üæknò?Ý!Þ§åCÝ�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø Ý ßÈÙ�g�ì*âymEÞ�k × mCÝ*o�R í Ý�à�á�â ê·× o�Ý�knßçß

o�Ý Þ�k × ß Ø åCÝ á�Ý Ê �KÝ Þ
|ab|

o�Ý mCâyÞ�Ý8Þ§åCÝ�o ×sØ Þ�knmCì*Ý�ãVÝ Þ í Ý*Ý m,à/â × m®Þ Ø a
knmCo

b
Ê ��Ý Þ −→

ab
ã/Ý�Þ§åCÝ�o × á�Ý*ì Þ × âym.ânÙ

Þ§åCÝ8á�k î âyá × ä × mSknÞ × m�ä�knÞ
a
knmCo.ì*âym®Þ�k × m × m�ä

b
Ê �KÝ Þ

cone(a, b, c)
o�Ý mCâyÞ�Ý5Þ§åCÝ�ì*âymCÝ í × Þ§å,knà/Ý%ë b

RCÞ§åCÝ
Ø Ú�à�à/âyá§Þ × m�ä�á�k îPØ àSk Ø�Ø§× m�ä�Þ§å�á�âyÚ�ähå

a
knmCo

c
ROá�Ý Ø àVÝ*ì Þ ×çê Ý ß î RKknmCo.Þ§åCÝ × m®Þ�Ý á × âyá�knm�ähßsÝ

]abc
Ê�k Ý í × ßçß

Ô



k Ø�Ø Ú�Ü(ÝfÞ§åSknÞ©Þ§åCÝ¦ã/âyÚ�mCo × m�ä�á�k î àSk Ø�Ø§× m�ä�Þ§å�á�âyÚ�ähå
a
ãVÝ ßsâym�ä Ø Þ�â

cone(a, b, c)
ã�Ú�Þ©Þ§åCÝfãVâyÚ�mCo × m�ä�á�k î

àSk Ø�Ø§× m�ä�Þ§å�á�âyÚ�ähå
c
o�â·Ý Ø mCâyÞ Ê v Ø mCâyÞ�Ý*o × m¹ú ý&þ RKknßçßIÞ§åCÝ5Ù¡Ú�mCì Þ × âym Ø Ú Ø Ý*o × môÞ§åCÝ(knßçä?âyá × Þ§å�Ü�ì]knmôã/Ý

Ý]k Ø§× ß î.× Ü�à�ßsÝ Ü(Ý m®Þ�Ý*o Ú Ø§× m�ä
âym�ß î knßçä?Ý ã�á�k × ì�Ù¡Ú�mCì Þ × âym Ø Ê_� Ø§× m�ä�Þ§åCÝ�á�Ý Ø Ú�ßçÞ Ø Ù¡á�âyÜ à�á�Ý êE× âyÚ Ø8Ø Ý*ì Þ × âym�R
í Ý�ì]knm�à�á�â ê Ý
�L¿-µU¥3«Gµ?Ç Î@°�Õ ÖÖb�[yÎ X ÒÛÑ2]Ø×�Î�Ô�Ð�[hÎ%ÒÛÕ!Ô§ÏUx%ÑôÓnÔ%Î Ò�ÔP\iÊ/ÙEa?Y3w X Î§ÔPx]Ò�ÔPwDÚ,ÔPw'b®Ô(Ê<Ï�Y3w � aPÏnÕ X�� � ÏUx�Ô�[)�(Ï � aPÏnÕ X��
ÐOÖçÏ6YOÏyÎºÕDaIdPw X Ó X Õ X [6Y G

ÒÛÑ·ÏhÒ©Õ ÏhÒ X Õ�É�Ô�ÕºÒÛÑPÔ ¸ Ô��%Ò ��¹ Ô X bnÑ�dP[hÎ�º!aEÖsÔ8Ô9\?Ï�x*Ò¡Ö�`N[6Y3x�Ô X Y O(|E| log |E|)
Ò X ]æÔ {

Ì ÎP[�[)� { ÷ åCÝ´à�á�â·ânÙ`ì]knm�ã/ÝºÙ�âyÚ�mCo × m�Þ§åCÝ v à�à/Ý mCo × ë v g|n Ê
�

÷ åCÝ:��Ý%Ù¡Þ)g � Ý × ähåEãVâyá��¾Ú�ßsÝwì*âymCo × Þ × âym ×sØ Ý Ø�Ø Ý m®Þ × knß·Ù¡âyá v ßçä?âyá × Þ§å�Ü É Þ�â Ø ÚCì*ì*Ý Ø�Ø ÙÛÚ�ßçß î Þ§á�k ê Ý á Ø Ý4qEÚSk Ø§× g
à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ�× âym Ø Ê;j Ù<kÆqEÚSk Ø§× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âymÇo�â·Ý Ø mCâyÞ Ø knÞ ×sØ Ù î Þ§åCÝe��Ý%Ù¡Þ)g � Ý × ähåEãVâyáN�fÚ�ßsÝ
ì*âymCo × Þ × âym�R:Þ§åCÝ mõÞ§åCÝ(âyá�o�Ý á

�
×sØ mCâyÞ´ähÚSkná�knm®Þ�Ý*Ý*o Þ�â�ãVÝ(k!Þ�âyÞ�knßlâyá�o�Ý á�âymõÝ*oPä?Ý Ø ânÙ

G
knmCoõåCÝ mCì*Ý

Þ§åCÝ á�Ý(Üæk î ãVÝ Ø Ý ê Ý á�knß�ßsâ·ì]knßçß î Ü × m × ÜæknßwÝ*oPä?Ý Ø Ý]kyì�åùà�ß�k îE× m�ä.Þ§åCÝ�á�âyßsÝ
ânÙ
e0

Ê
÷ åCÝ m Þ§åCÝ�Þ§á�k ê Ý á Ø knß
knßçä?âyá × Þ§å�Ü í âyÚ�ßso!Þ§á�k ê Ý á Ø Ý�âym�ß î k Ø Ú�ã�ähá�knà�å�ânÙ G

Ê	f âyá�knm�Ý%ëCknÜ�à�ßsÝ�ânÙ:kMq®ÚSk Ø�× g�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym
í × Þ§å�Þ í â(ßsâ·ì]knßçß î Ü × m × ÜæknßKÝ*oPä?Ý Ø (u, v)

knmCo
(x, y)

Ø Ý*Ý f × ähÚ�á�Ý´ü Ê

x u

y
v

��Y��`r�N�@ÜÛ�7 ÷ åCÝ ê Ý á§Þ�Ý%ë
u
o�â·Ý Ø mCâyÞ Ø knÞ ×sØ Ù î Þ§åCÝZ��Ý%Ù¡Þ)g � Ý × ähå®ã/âyá^�fÚ�ßsÝ ÊÞÝ âym Ø ÝDg

q®ÚCÝ mEÞ§ß î R�Þ§åCÝ<Ù¡Ú�mCì Þ × âym
ismin()

á�Ý Þ§Ú�á§m Ø ÷ Ù¡âyá¦ã/âyÞ§å
Ý*oPä?Ý Ø
(u, v)

knmCo
(x, y)

Ê

�Qª�Â3¥1«6��¤'¿-ÇÒ· ßUà�á�â�ã�àKä�á2åçæ�èÏé�ê�á�ä2ë?ì�í�å2á6îIá6àÜäGê2ï2ðKëGâ1ëUä2ë6æ�î
G(V,E)

°

�$£.©	¢.¤�ñ
e = (u, v)

ânÙ
G(V,E)�_¢0¤�©	¢0¤�ñ � ×sØ ÞfânÙ ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø RCÝ*oPä?Ý Ø RSknmCo^qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø ânÙ

G
× m Ø âyÜ(Ý´âyá�o�Ý á Ê

­(ò «Gµ2©�µU��¤_ó�ô l mCo�Þ§åCÝ´Ü × m × Ü�Ú�Ü Ý*oPä?Ý
e0

ô�õ
°$ò

e← rev(e)¯�ò ö ¿-��ª�µ
e 6= entry(qface(e))

®J¥
B'ò

e← succ(e)+$ò µ2£-® ö ¿J��ª�µ
»�ò ¢-£#¤'��ª

e = e0ª$ò
p← ˇleft(e)¬�ò «Gµ2©�µU��¤_ó�ô Ø Þ�kná§ÞfÞ§åCÝ<Þ§á�k ê Ý á Ø knß ô�õ

¼�ò
e← succ(e) ÷



­§µ�ò ßsÝ Þ
e = (u, v)

knmCo�ßsÝ Þ
succ(e) = (v, w)­%­(ò �� 

p
×sØ ì*âym®Þ�k × mCÝ*o × m

cone(u, v, w)
¤'¿.µ?£¬ó�ô á�Ý à/âyá§Þ

u
× ÙAmCÝ*ì*Ý Ø�Ø kná î ô�õ

­�°$ò «Gµ2©�¥1«G¤
u­§¯�ò µ2£-®¦�� 

­)B'ò �� 
|up| < |vp|

âyá�ó
|up| = |vp|

knmCo −→up < −→vp
ö ¤'¿.µ?£¬ó�ô á�Ý àVâyá§Þ

e
× ÙAmCÝ*ì*Ý Ø�Ø kná î ô�õ

­9+$ò «Gµ2©�¥1«G¤
e­§»�ò µ2£-®¦�� 

­�ª$ò �� 
e = entry(qface(e))

¤'¿.µ?£¬ó�ô á�Ý àVâyá§Þ
e
knmCo�á�Ý Þ§Ú�á§m
Þ�â$àSkná�Ý m®ÞºânÙ

qface(e)
ô�õ

­§¬�ò «Gµ2©�¥1«G¤
qface(e)­§¼�ò

e← rev(e)°�µ�ò µ2ª���µtó�ô o�Ý Ø ì*Ý mCo�Þ�â(ì�å × ßsoPá�Ý mpânÙ
qface(e)

× ÙAmCÝ*ì*Ý Ø�Ø kná î ô�õ
°]­(ò �� 

rev(e) = entry(qface(rev(e)))
¤'¿-µ2£

°%°$ò
e← rev(e)°�¯�ò µ2£-®¦�� 

°*B'ò µ2£-®¦�� 
°D+$ò ¢-£#¤'��ª

e = e0°�»�ò «Gµ2©�¥1«G¤
qface(e0)

ü Ê 9´L:W�i=�Er�ÌKYÛW0��ø�@#½¦UAN�X:Z
k Ý�åSk ê Ý(ä?Ý mCÝ á�knß ×�� Ý*oûk�ähá�knà�åùÞ§á�k ê Ý á Ø knßlknßçä?âyá × Þ§å�Ü Ù�âyá�ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì(à�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çêE×sØ§× âym Ø ú�o þ ó�k

ähá�knà�å ×sØ ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì × Ù¾Ý ê Ý á îôê Ý á§Þ�Ý%ëõòEmCâ í Ø5× Þ Ø ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì�ì*âEâyá�o × mSknÞ�Ý Ø ö Ê
÷ åCÝ(Üæk × m × o�Ý]k × m âyÚ�á
knßçä?âyá × Þ§å�Ü ×sØ Þ§åSknÞ�ânÙlÝ%ëPÞ�Ý mCo × m�ä
Þ§åCÝ$mCâyÞ × âym ânÙ¦k
Ù�kyì*Ý × mõà�ß�knmSkná Ø Ú�ã/o ×çê·×sØ§× âym × m®Þ�â
k�ì ßsâ Ø Ý*o í knßçò
× m Ø§î Ü�Ü(Ý Þ§á × ì�o × á�Ý*ì Þ�Ý*oôähá�knà�åÂó × Ê Ý Ê o × á�Ý*ì Þ�Ý*oôähá�knà�å í å × ì�å í × Þ§åõÝ ê Ý á î Ý*oPä?Ý (u, v)

knß Ø â�ì*âym®Þ�k × m Ø
Þ§åCÝ´Ý*oPä?Ý

(v, u)
ö Ê�÷ åEÚ Ø R�âyÚ�áfknßçä?âyá × Þ§å�Ü ì]knm�Þ§á�k ê Ý á Ø Ý(ó × m!à/âyß î mCâyÜ × knß�Þ × Ü(Ý�knmCo

O(log n)
Ø àSkyì*Ý'ö�k

Ü�ÚCì�å í × o�Ý á�ì ß�k Ø�Ø ânÙlä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì�ähá�knà�å Ø í å × ì�å Ø knÞ ×sØ Ù î k Ø§× Ü�à�ßsÝ$ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì(ì*âymCo × Þ × âym Ê$÷ åCÝ$ã/Ý Ø Þ
ò·mCâ í m.àVâyß î mCâyÜ × knß:Þ§á�k ê Ý á Ø knß©knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ù¡âyá�mCâym�g�ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì$ähá�knà�å Ø mCÝ*Ý*o Ø

O(log2 n)
Ø àSkyì*Ý Ê<ÿ mCÝ

× m®Þ�Ý á�Ý Ø Þ × m�äõà�á�âyã�ßsÝ Ü á�Ý Üæk × m Ø]è Ý knmÇÞ§åCÝ
ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì�ì*âymCo × Þ × âymÂãVÝ!oPá�âyà�àVÝ*o Ù¡á�âyÜ âyÚ�á(knßçä?âyá × Þ§å�Ü
ã î Ú Ø�× m�äpk�Ü(âyá�Ý Ø âyà�å ×sØ Þ × ì]knÞ�Ý*o knà�à�á�â?kyì�å Þ�â
o�Ý l mCÝ
k�Þ�âyÞ�knßlâyá�o�Ý á8âymùÝ*oPä?Ý Ø ð j Ù Ø â�RKÞ§å ×sØ í âyÚ�ßso
Üæknm × Ù�Ý Ø Þ�Þ§åCÝºÝ Ø�Ø Ý mEÞ × knßVo × h�Ý á�Ý mCì*Ý¾ã/Ý Þ í Ý*Ý m
ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ì´knmCo
mCâym�g�ä?Ý*âyÜ(Ý Þ§á × ìºähá�knà�å Ø Ù¡á�âyÜ Þ§åCÝ¾ähá�knà�å
Þ§á�k ê Ý á Ø knßKà/â × m®Þ¾ânÙ êE× Ý í Ê

ù
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Ì ÎP[�[)� {���Ý Þ
e = (u, v)

Êç� Ú�à�àVâ Ø Ý�ã î í k î ânÙ<ì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ × âym�Þ§åSknÞ
e0 ≺ e

RlknmCo
ismin(e) =

÷´Ê
Å Ý mCì*Ý

e = entry(qface(e))
R
e− = entry(qface(e−))

knmCo
e ≺ e−

Ê8j Ù
e = e−

0

RPÞ§åCÝ m
e−
0
≺ e0

RSk
ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym í × Þ§å�Þ§åCÝ´Ü × m × Üæknß × Þ î ânÙ e0

Ê�Å Ý mCì*Ý í Ý´Üæk î k Ø�Ø Ú�Ü(Ý e 6= e−
0

Ê
j Ù

left(e) = v
R�Þ§åCÝ mõâyã êE× âyÚ Ø ß î í Ý(Ü�Ú Ø Þ´åSk ê Ý e− ≺ e

R:k
ì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ × âym Ê Å Ý mCì*Ý
left(e) = u

Ê
��Ý Þ

pred(e) = (w, u) =: d
ÊÓj Ù

u /∈ Vp
R�Þ§åCÝ m¹ã î Þ§åCÝe��Ý%Ù¡Þ)g � Ý × ähåEãVâyáN�fÚ�ßsÝhR©Þ§åCÝ á�Ý�Ü�Ú Ø Þ(Ý%ë ×sØ Þ

× Þ Ø mCÝ × ähå®ã/âyá
x
Ø âæÞ§åSknÞ

xcor(x) < xcor(u)
Ê�Å Ý mCì*Ý$Ý × Þ§åCÝ á

xcor(w) < xcor(u)
R/Þ§åCÝ m

d ≺ e
R�k

ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym�RPâyá
xcor(w) = xcor(u)

R?ã�Ú�ÞIÞ§åCÝ m
left(d) = w

knmCo Ø§× mCì*Ý
ycor(w) < ycor(u)

R í Ý
åSk ê Ý

d ≺ e
RCk$ì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ × âym�RSâyá l mSknßçß î

xcor(w) > xcor(u)
R�ã�Ú�Þ¦Þ§åCÝ m Ø§× mCì*Ý

]ǔuw < ]ǔuv
R í Ý

knä®k × m�åSk ê Ý
d ≺ e

R?kºì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym Ê�Å Ý mCì*ÝhR
u ∈ Vp

Ê	� × mCì*Ý
e = entry(qface(e))

R
]ǔuv < ]ǔuw

R
Ø Ý*Ý f × ähÚ�á�Ý �PÊ

u

w

v

b)

d

e

u

v

w

a)

e

d

��Y��`r�N�@��V7 ÷ åCÝ´Ý*oPä?Ý
d = pred(e)

âym�Þ§åCÝ�qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý
qface(e)

Ê©÷ åCÝ´ì*âym l ähÚ�á�kGg
Þ × âym�o�Ý à × ì Þ�Ý*o × m�k?ö ×sØ àVâ Ø�Ø§× ã�ßsÝhR·åCâ í Ý ê Ý á�Þ§åCÝ´ì*âym l ähÚ�á�knÞ × âym
o�Ý à × ì Þ�Ý*o × m�ãOö ×sØ mCâyÞ
àVâ Ø�Ø§× ã�ßsÝ Ø§× mCì*Ý

d ≺ e
Ê é á�Ý î kná§á�â í Ø�× mCo × ì]knÞ�Ý(åCâ í Þ§åCÝ�ì*âyÚ�m®Þ�Ý á)g�ì ßsâ·ì�ò í ×sØ Ýæá§Ú�ßsÝ ×sØ

knà�à�ß × Ý*o�Þ�â(o�Ý Þ�Ý á§Ü × mCÝ
succ(d) = e

Ê

Ä î k Ø§× Ü × ß�knáwkná§ähÚ�Ü(Ý m®Þ]R í Ý�ì]knm(à�á�â ê Ý¾Þ§åSknÞ left(e0) = u0, u0 ∈ Vp
R®knmCo

]ǔ0u0v0 < ]ǔ0u0w0

R
í åCÝ á�Ý (w0, u0) = pred(e0)

Ê
� × mCì*Ý

e0

×sØ Þ§åCÝ�Ü × m × Ü8Ú�Ü Ý*oPä?ÝlknmCo Ø§× mCì*ÝwÝ*oPä?Ý Ø kná�Ý Ø Þ§á�k × ähå®ÞAß × mCÝ Ø knmCo5o�âfmCâyÞ`ì á�â Ø�Ø:ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø RnÞ§åCÝ
ê Ý á§Þ�Ý%ë

u0

×sØ âym
Þ§åCÝ5âyÚ�Þ�Ý á)g�Ù�kyì*Ý$ânÙ©Þ§åCÝ8Ú�mCo�Ý á§ß îE× m�ä!à�ß�knmSkná Ø Ú�ã�ähá�knà�å
P
Ê�j Ù

xcor(u) = xcor(u0)
R

Þ§åCÝ m�knä®k × m Ø�× mCì*Ý�Ý*oPä?Ý Ø kná�Ý Ø Þ§á�k × ähåEÞ(ß × mCÝ Ø knmCo¹o�â,mCâyÞ(ì á�â Ø�Ø(ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø RlÞ§åCÝ ê Ý á§Þ�Ý%ë
u
×sØ âymÇÞ§åCÝ

âyÚ�Þ�Ý á)g�Ù�kyì*Ý�ânÙ�Þ§åCÝ5Ú�mCo�Ý á§ß îE× m�ä�à�ß�knmSkná Ø Ú�ã�ähá�knà�å
P
ÊM� × mCì*Ý5Þ§åCÝ$âyÚ�Þ�Ý á)g�Ù�kyì*Ý�ânÙ

P
o�âEÝ Ø mCâyÞ´ì*âym®Þ�k × m

knm î8ê Ý á§Þ�Ý%ë × m
Vc
âyá©knm î Ý*oPä?Ý�ânÙ

G−P
R
e0 ∈ qface(e)

Ê	Å â í Ý ê Ý áIÞ§å ×sØ ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ Ø Þ§åCÝ�k Ø�Ø Ú�Ü�à�Þ × âym
Þ§åSknÞ

entry(qface(e)) = e
Ê�Å Ý mCì*Ý

xcor(u0) < xcor(u)
Ê

� × mCì*Ý
P
×sØ ì*âym�mCÝ*ì Þ�Ý*o�R�Þ§åCÝ á�Ý$Ü�Ú Ø Þ´Ý%ë ×sØ Þ�kæàSknÞ§å

C
× m

P
�Gâ × m × m�ä

u0

Þ�â
u
ÊI� × Þ§åCÝ á

C
ì*âym®Þ�k × m Ø

mCÝ × Þ§åCÝ á
e
mCâyá

d
R�âyá

C
ì*âym®Þ�k × m Ø

e
ã�Ú�Þ¦mCâyÞ

d
R�âyá

C
ì*âymEÞ�k × m Ø

d
ã�Ú�Þ¦mCâyÞ

e � Ø Ý*Ý f × ähÚ�á�Ý ýPÊ
� âyÞ�ÝºÞ§åSknÞØ§× mCì*Ý
d = pred(e)

Þ§åCÝ m × m�Þ§åCÝ l á Ø Þ¾ì]k Ø Ý´Þ§åCÝ�mCÝ × ähå®ã/âyá�ânÙ
u
âym

C
Ü�Ú Ø Þ¾ß × Ý × m�ã/Ý Þ í Ý*Ý m v

knmCo
wk Ø o�Ý à × ì Þ�Ý*o × m f × ähÚ�á�Ý ý k?ö Ê

VPV



c)

e

d wu
0

v

τ

u

e

d wu
0

v

τ

u

a) b)

e

d wu
0

v

τ

u

��Y��`r�N�@���7 ÷ å�á�Ý*Ý�ì]k Ø Ý Ø ânÙIk5Ü�Ú�Þ§ÚSknß × mCì × o�Ý mCì*Ý8ânÙ:Þ§åCÝ<àSknÞ§å
C
óÛã/âyßso�Ý*oPä?Ý Ø ö�knmCo

Þ§åCÝ�Ý*oPä?Ý Ø
e
knmCo

d
Ê©÷ åCÝ´ähá�k î kná§á�â í Ø á�Ý à�á�Ý Ø Ý m®Þºk5àSkná§Þ�ânÙ qface(e)

Ê

� × mCì*Ý
C
ì á�â Ø�Ø Ý Ø Þ§åCÝ ê Ý á§Þ × ì]knß<ß × mCÝ

τ
oPá�k í mÃÞ§å�á�âyÚ�ähå Þ§åCÝ ê Ý á§Þ�Ý%ë

u
knmCo Ø§× mCì*Ý.Ý ê Ý á î¹ê Ý á§Þ�Ý%ë

x ∈ qface(e)
åSk Ø

xcor(x) ≥ xcor(u)
knmCo Ø�× mCì*Ý(mCâ
Ý*oPä?Ý
ânÙ

G
ì á�â Ø�Ø Ý Ø Ý*oPä?Ý Ø ânÙ

P
RKÞ§åCÝ
Ý*oPä?Ý

d /∈ qface(e)
ROk$ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym Ø§× mCì*Ý

d = pred(e)
R Ø Ý*Ý f × ähÚ�á�Ý ý k?ö8g�ì'ö Ê

� Ý%ë·Þ]R í ÝºÜ�Ú Ø Þ Ø åCâ í Þ§åSknÞ
ismin(e0) =

÷´Ê
� × mCì*Ý
e0

×sØ Þ§åCÝ�Ü × m × Ü�Ú�Ü Ý*oPä?Ý × mæÞ§åCÝºâyá�o�Ý á
�
R í Ý

åSk ê Ý
e0 = entry(qface(e0))

knmCo
e0 ≺ e−

0

Ê!j Þ¾á�Ý Üæk × m Ø Þ�â Ø åCâ í Þ§åSknÞ
e−
0

= entry(qface(e−
0
))
Ê

÷ å ×sØ í × ßçß/Ù�âyßçßsâ í × m Ø Þ�knm®Þ§ß î�× Ù í Ý Ø åCâ í Þ§åSknÞ¾Þ§åCÝ á�Ý ×sØ mCâ�Ý*oPä?Ý
e
Ø â$Þ§åSknÞ

e0 ≺ e ≺ e−
0

Ê
� Ú�à�à/â Ø Ý´ã î
í k î ânÙKì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ × âym e

Ý%ë ×sØ Þ Ø Ê�� × mCì*ÝºÞ§åCÝ l á Ø ÞlÞ§å�á�Ý*Ý�ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Ø�× m
key(e0)

kná�ÝºÞ§åCÝ Ø knÜ(Ý<k Ø Þ§åCÝ
l á Ø Þ�Þ§å�á�Ý*Ý
ì*âEâyá�o × mSknÞ�Ý Ø�× m

key(e−
0
)
RKÞ§åCÝ Ø knÜ(Ý�Ü�Ú Ø Þ8ãVÝ(Þ§á§ÚCÝ$Ù¡âyá�Þ§åCÝ l á Ø Þ�Þ§å�á�Ý*Ý
ì*âEâyá�o × mSknÞ�Ý Ø8× m

key(e)
knmCo�R Ø k î R

key(e0)
Ê�Å â í Ý ê Ý á × Ù`Ù�âyáºknm î Þ í â!Ý*oPä?Ý Ø e′

knmCo
e′′
Þ§åCÝ l á Ø Þ¾Þ§å�á�Ý*Ý5ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Ø

× m
key(e′)

Ý$qEÚSknßKÞ�âæÞ§åCÝ l á Ø Þ�Þ§å�á�Ý*Ý�ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Øº× m
key(e′′)

ROÞ§åCÝ m
e′ = rev(e′′)

Ê4Å Ý mCì*Ý
e = e−

0

R
k!ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym ÊLk Ý5ì*âymCì ßçÚCo�Ý$Þ§åSknÞ

e−
0

= entry(qface(e−
0
)
R�knmCopåCÝ mCì*Ý

ismin(e0) =
÷´Ê´÷ å ×sØ

à�á�â ê Ý Ø Þ§åCÝ´ßsÝ Ü�Üæk Ê
�
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Ì ÎP[�[)� { � Ú�à�àVâ Ø Ý8ã î í k î ânÙwì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym Þ§åSknÞ�Ù�âyá Ø âyÜ(ÝRq®ÚSk Ø�× g�Ù�kyì*Ý f í × Þ§å entry(f) = e � e0í Ý�åSk ê Ý entry(parent(f) � e

Ê j Ù
e− ≺ e

R©Þ§åCÝ m Ø�× mCì*Ý
entry(qface(e−)) � e−

R í Ý í âyÚ�ßso
V �



åSk ê Ý
entry(parent(f)) ≺ e

R`k�ì*âymEÞ§á�kyo × ì Þ × âym í × Þ§å âyÚ�á5k Ø�Ø Ú�Ü�à�Þ × âym ÊQÅ Ý mCì*Ý e ≺ e−
Ê Ä î âyÚ�á

k Ø�Ø Ú�Ü�à�Þ × âym�RVÙ�âyá<Ý ê Ý á î Ý*oPä?Ý
e′ ∈ qface(e−)

R
e � e′

Ê�k Ý Ø åCâ í Þ§åSknÞ
e− � e′

ÊL� Ú�à�à/â Ø Ý8ã î í k î
ânÙ©ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âymôÞ§åSknÞ¾Ù¡âyá Ø âyÜ(Ý

e′ ∈ qface(e−)
R
e � e′ ≺ e−

Ê!� × mCì*Ý8Þ§åCÝ l á Ø Þ�Þ§å�á�Ý*Ý�ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Ø
× m

key(e)
Ý$q®ÚSknß�Þ�âõÞ§åCÝ l á Ø ÞæÞ§å�á�Ý*Ý
ì*â·âyá�o × mSknÞ�Ý Ø
× m

key(e−)
RlÞ§åCÝ Ø knÜ(Ý�Ü�Ú Ø Þ
ãVÝ�Þ§á§ÚCÝ�Ù¡âyáæÞ§åCÝ

l á Ø Þ<Þ§å�á�Ý*Ý$ì*âEâyá�o × mSknÞ�Ý Ø<× m
key(e′)

knmCo
key(e)

ÊLj Þ�Ù¡âyßçßsâ í Ø ÙÛá�âyÜ Þ§å ×sØ Þ§åSknÞ
e′ = rev(e) = e−

R�k
ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym Ê�Å Ý mCì*Ý í Ý´åSk ê Ý´à�á�â ê Ý*o
Þ§åSknÞ e− = entry(qface(e−)

Ê�j m Ø Ú�Ü�Üækná î R í Ý´åSk ê Ý e ≺

e−
R
e = entry(qface(e))

RAknmCo
e− = entry(qface(e−))

Ê�÷ å®Ú Ø ã î o�Ý l m × Þ × âym�R
ismin(e) =

÷ R
knmCo�ã î ��Ý Ü�Üæk É R

e = e0

RCk$ì*âym®Þ§á�kyo × ì Þ × âym Ê
�
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Ì ÎP[�[)� { ÷ åCÝ�knßçä?âyá × Þ§å�Ü á�Ý*ì*Ý ×çê Ý Ø k(à/â × m®Þ�Ý á´Þ�â�knmôÝ*oPä?Ý

e
ânÙ

G
k Ø knm × m�à�Ú�Þ Ê�÷ åCÝ m,Þ§åCÝ$knßçä?âyá × Þ§å�Ü

Ø Þ�kná§Þ Ø Þ�â Ø Ý]kná�ì�å5Þ§åCÝ
qface(e−)

Ù�âyá × Þ Ø Ý mEÞ§á î Ý*oPä?Ý ÊJk åCÝ m8Þ§åCÝwÝ mEÞ§á î Ý*oPä?Ý ×sØ Ù�âyÚ�mCo × Þ í × ßçß Ø í × Þ�ì�å$Þ�â
Þ§åCÝ�àSkná�Ý m®Þ�ânÙ

qface(e−)
RPknmCoæá�Ý à/Ý]knÞ Ø Þ§åCÝ Ø Ý]kná�ì�åæÙ�âyá�Þ§åCÝ�Ý m®Þ§á î Ý*oPä?Ý × mæÞ§åSknÞ:qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ê �KÝ Ü�Üæk

�!ähÚSkná�knm®Þ�Ý*Ý Ø Þ§åSknÞ�Ý × Þ§åCÝ á
e0

×sØ Ù�âyÚ�mCoôâyá´Þ§åCÝ$mCÝ í Ý m®Þ§á î Ý*oPä?Ý ×sØ´Ø ÜæknßçßsÝ áæó × môÞ§åCÝ$Þ�âyÞ�knß©âyá�o�Ý á
�
ö

Þ§åSknm,Þ§åCÝ5ß�k Ø ÞºÝ mEÞ§á î Ý*oPä?Ý8Ù�âyÚ�mCo Ê�� × mCì*Ý5Þ§åCÝ á�Ý ×sØ âym�ß îel m × Þ�Ý ß î Üæknm î Ý*oPä?Ý Ø<× m
G
R�Ý ê Ý m®Þ§ÚSknßçß î Þ§åCÝ

knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ü8Ú Ø Þfà�á�â·ì*Ý*Ý*o�Þ�â$ß × mCÝ ý knmCo
e í × ßçß�ì*âym®Þ�k × m,k$àVâ × mEÞ�Ý áfÞ�â�Þ§åCÝ´Ý*oPä?Ý e0

Ê
v Þ<ß × mCÝ/sPROÞ§åCÝ(knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ø Þ�kná§Þ Ø Þ§åCÝ5Þ§á�k ê Ý á Ø knß�ânÙ

G
Ê v à�á�âEânÙlÞ§åSknÞºÞ§åCÝ�knßçä?âyá × Þ§å�Ü í × ßçß`á�Ý à/âyá§Þ

Ý]kyì�å�qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*ÝºânÙ
G
Ý%ëCkyì Þ§ß î âymCì*Ý ×sØ ãSk Ø Ý*oæânÙ�Þ§åCÝ¾Ù�kyì ÞwÞ§åSknÞ

G(F )
×sØ k�á�â·âyÞ�Ý*o(Þ§á�Ý*Ý í × Þ§å
Þ§åCÝ�á�âEâyÞ

e0

ó ÷ åCÝ*âyá�Ý Ü É ö5knmCo Þ§åSknÞ$âyÚ�á(knßçä?âyá × Þ§å�Ü à/Ý áGÙ¡âyá§Ü Ø k.o�Ý à�Þ§å�g l á Ø Þ Ø Ý]kná�ì�åÇÞ§á�k ê Ý á Ø knß¦âym × Þ Êô÷ åCÝ
à�á�â·ânÙ`ânÙ`Þ§å ×sØ¦×sØfØ§× Ü�à�ßsÝ8knmCo ×sØ Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý�k Ø Þ§åCÝ�ì*âyá§á�Ý Ø à/âymCo × m�ä(à�á�âEânÙ × mùú�o þ RPåCÝ mCì*Ý�âyÜ × Þ§Þ�Ý*o Ê
ÿ Ú�á¾Þ�Ý*ì�å�m × q®ÚCÝ5ânÙIá�Ý àVâyá§Þ × m�ä ê Ý á§Þ × ì*Ý Ø knmCo óÛÚ�mCo × á�Ý*ì Þ�Ý*oSö¾Ý*oPä?Ý Ø ânÙ

G
×sØ Ý Ø�Ø Ý mEÞ × knßçß î Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý5k Ø

Þ§åCÝæâymCÝ × m�ú ýyþ R:åCÝ mCì*Ý í Ý�knä®k × m ßsÝ]k ê Ý
âyÚ�Þ5Þ§åCÝæo�Ý Þ�k × ß Ø ânÙfà�á�â·ânÙ Ê�÷ åCÝ
à�á�â·ânÙfá�Ý$q®Ú × á�Ý Ø k�à/â × m®Þ pÞ§åSknÞ ×sØ o × h�Ý á�Ý m®Þ<Ù¡á�âyÜ knm î�ê Ý á§Þ�Ý%ë,ânÙ
G
knmCo.o�â·Ý Ø mCâyÞºß × Ý$âym,knm î Ý*oPä?Ý$ânÙ

G
Ê�Å â í Ý ê Ý á]R/Þ§åCÝ8Ù�kyì Þ

Þ§åSknÞ
e0

×sØ Þ§åCÝºÜ × m × Ü�Ú�Ü Ý*oPä?Ý × m
G
knmCo�Þ§åCÝºÙ�kyì Þ�Þ§åSknÞ¦Þ§åCÝ´âyÚ�Þ�Ý á�Ù�kyì*Ý<ânÙ

P
o�âEÝ Ø mCâyÞfì*âymEÞ�k × m
knm î

ê Ý á§Þ�Ý%ë × m
Vc

âyá�knm î Ý*oPä?Ý(ânÙ
G − P

ähÚSkná�knmEÞ�Ý*Ý(Þ§åSknÞ´Þ§åCÝ$à/â × m®Þ
p
ì*âyÜ�à�Ú�Þ�Ý*oùknÞ´ß × mCÝ r í × ßçß©åSk ê Ý

Þ§å ×sØ à�á�âyà/Ý á§Þ î Ê
÷ åCÝ�á§Ú�m�m × m�ä!Þ × Ü(Ý8knmSknß îPØ§×sØ ânÙ v ßçä?âyá × Þ§å�Ü É kná�Ý$knßçÜ(â Ø Þ¾Þ§åCÝ Ø knÜ(Ý8k Ø�× m ú ý&þ Ø â í Ý8âym�ß î�Ø ò?Ý Þ�ì�å

Þ§åCÝ Ü Ê�j Ù í Ý × ähmCâyá�Ý5Þ§åCÝ$ì*â Ø ÞºânÙwÞ§åCÝ8Þ�Ý Ø Þ Ø�× m.ß × mCÝ Ø nPR É r·R�knmCoÆ� É R/Þ§åCÝ m,Þ§åCÝ5à�á�Ý à�á�â·ì*Ý Ø�Ø§× m�ä�à�åSk Ø Ý
ó l mCo × m�ä<Þ§åCÝwÝ*oPä?Ý

e0

ö�Þ�knò?Ý Ø knÞ:Ü(â Ø Þ
O(|E|)

Þ × Ü(ÝhR Ø§× mCì*ÝwÝ]kyì�å/q®ÚSk Ø�× g�Ù�kyì*Ý ×sØ à�á�â·ì*Ý Ø�Ø Ý*o$knÞKÜ(â Ø ÞAâymCì*Ý
knmCo.Ý]kyì�å,Ý*oPä?Ý ×sØ�× m.knÞºÜ(â Ø Þ¾Þ í â�o × h/Ý á�Ý mEÞ�qEÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý Ø Ê v ÙÛÞ�Ý á�Þ§åSknÞ]ROÞ§åCÝ�Üæk × mpà�åSk Ø Ý
óÛÞ§á�k ê Ý á Ø knß[ö
Þ�knò?Ý Ø knÞ�Ü(â Ø Þ

O(|E|)
Þ × Ü(ÝhR Ø§× mCì*Ý<Ý]kyì�å^q®ÚSk Ø§× g�Ù�kyì*Ý ×sØ Þ§á�k ê Ý á Ø Ý*o�Ý%ëCkyì Þ§ß î âymCì*Ý´knmCo�Ý]kyì�å�Ý*oPä?Ý ×sØ�× m

knÞ¦Ü(â Ø ÞfÞ í â(o × h�Ý á�Ý m®Þ�q®ÚSk Ø�× g�Ù�kyì*Ý Ø Ê�Å Ý mCì*Ý<Þ§åCÝ´á§Ú�m�m × m�ä(Þ × Ü(Ý�ânÙAÞ§åCÝ�knßçä?âyá × Þ§å�Ü í âyÚ�ßso�ã/Ý O(|E|)
Ê

� × mCì*Ý v ßçä?âyá × Þ§å�Ü É ×sØ�Ø§× Ü × ß�kná5Ý mCâyÚ�ähåùÞ�â
Þ§åCÝ(à�ß�knmSkná Ø Ú�ãVo ×çê·×sØ§× âymõÞ§á�k ê Ý á Ø knß�knßçä?âyá × Þ§å�Ü Ù¡á�âyÜ ú ýnþ R
í Ý<ì]knm!Ú Ø Ý�Þ§åCÝ × álÞ�Ý*ì�å�m × q®ÚCÝºÞ�â × Ü�à�ßsÝ Ü(Ý m®Þ¦ß × mCÝ Ø nPR É r·R�knmCoQ� É R Ø â8Þ§åSknÞwÞ§åCÝºÞ�âyÞ�knßVá§Ú�m�m × m�ä�Þ × Ü(Ý�ânÙ
v ßçä?âyá × Þ§å�Ü É í × ßçß�ã/Ý O(

∑

f∈F |f | log |f |)
í å × ì�å × m í âyá Ø Þ¾ì]k Ø Ý ×sØ O(|E| log |E|)
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